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TEORIA DELL'EQUAZIONE, 

1002. \^ IO' che si è trattato nella Parte antece- 
dente , può bastar certamente per entrar con succes^- 
so neirÀnalisi • Ad oggetto però di poter maneggia- 
re con più fagionata padronanza l'equazione , che es- 
ser poi dee l' istrumento di tutte le ricerche Analiti- 
che , gioverà moltissimo trattenersi ad esaminare in 
tutta Pestensione possibile quanto appartiene^ad un 
profonda cognizion Teorica deirequazione '• 

CAPITOLO I. 

f Della formazione , e delle generali proprietà 
deli* equazione. 

looj. Un' equazione affetta dicesi completa, 
quando comprende tutte le potenze dell'incognita^ 
dalia massima» che ne costituisce l'ordine, fino al« 
la potenza zero inclusivamentp • Se questo seguito 
di potenze sia interrotto , re(|uazione è incompleta • 

IO04, Un'equazione affetta, 4ke^i ancora ordi- 
nata, quando tutti i termini essendo trasposti in 
un membro, le potenze dell'incognira sono disposte 
per ordine in modo, che vadano successivamente 
diminuendo; tal è l'equazione x^-^ax^'^-^bìf^"^.* 

looj. TeoT. Un' equazione qualunque ha tante 
radici , quante unità contiene il massimo esponente 
dell'incognita , che ne costituisce 1' ordine . 

A % Di* 
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Dimostrazione . Un'equazione può $enapre ridursi 
ad un rapporto di eguaglianza fra z^ro, e la som- 
ma di tutti i termini comp(#enti l'equazione stessa; 
altro non richiedendosi , che trasporre per mezzo 
dell'Antitesi tutti i termini in un sol membro • 

Ora tal'è la natura di un'equazione a zero, che 
sostituita un'opportuna quantità in luigj dell' in- 
cognita, si dee verificare con la distruzione de'suoi 
termini . Esiste dunque generalmente almeno un va- 
lore delPincognita, che a ciò sodisfa. Sia questo 
:sa . E'chiaro , che a dee essere una radice dell'equa- 
zione, e che A* — •;« dev'essere una parte comune a 
tutti ! termini , altrimenti la supposizione dìx:=:a 
non ridurrebbe a zero tutti i termini . 

Essendo pertanto l'equazione proposta della forma 
generale A-™-|-^^jr"^"'-4--é'Ar™''* &c. +^-0 , dove ^^ 
P , e' &c. sono coefficienti cogniti, affinchè Jf^z: ^ la 
verifichi , bisogna che possa ridursi alla forma 

visa adesso quest'equazione per x — 'a , si prova con 

lo stesso raziocinio , che rcquaziòne .•••... I...... 

:,:^i-t^,.'-^.m-2_^^n^m-i ^^-i ^ ^ ha per il meno 

una radice h che la verifica , e che perciò si può 
sempre ridurre alla forma (x — &)(«?™'"'-|-.4'":r"*"^+ 
j|ti^m-4 g^c. V') ^ o .Proseguendo il medesimo ra- 
ziocinio , finché il massimo esponente di x divenga 
ri 1 9 rimane dimostrato che i valori di x , i qu::- 

li possono sodisfare all'equazione ••...* s 

:r™-|-rt':r'"*'+&'^™"*+&c. +V=: o sono general- 
mente di numero iw , e che perciò un'equazione qua- 
lunque contiene tante radici, quante &c. 

ioo5. Di qui si deduce , che un'equazione qua- 
lunque ;r"^ f tf'jr"^'"'-ft'A:"''*^ &.C.+V =^ o è riduci- 
bile generalmente alla forma (x — aìi^^^bj^x-^c) 
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{X'^n) =: o nella quale i fattori sieno di numero m » 
tàa^ b t e &c. 9r sieno le radici deirequaziooe • 
/ 1Ò07. ScoL I.® Tutti questi nt valori delTiaco- 
gnìta Xy non è già che appartengano sempre al pro- 
blema da cui è derivata ['equazione, ma taluni ap« 
partengono al problema contrario,come generalmente 
avviene dei valori negativi; ed alcuni non servono a 
verun problema, perchè sono immaginar}. 

La ragione di questo è , che nell'esprimerc le con- 
dizioni dì un problema, ordinariamente vengono 
espresse insieme con e^se diverse altre condizioni » 
che per conseguenza si riferiscono a diversi proble- 
mi ; ovvero da questo dipende , che nel trattare 
le condizioni secondo i Metodi dell'Analisi, l'equa- 
zion finale che si ottiene, non differisce dalfequa- 
zioh finale di altri problemi .^ Questa proprietà 
deir Analisi di presentare , oltre i valori im.maginarj, 
tutti i valori che possono sodisfare al problema»- 
e qu^llijche possono sodisfare al contrario,che che di- 
cano alcuni mal augurati. Algebristi , ella è non so- 
lamente una ricchezza soverchiamente incomoda,ca* 
me Tappella il Ch. Signor Cav. Lorgna., ma è uà 
difetto dei pili perniciosi ai progressi dell' Analisi • 
Difatto è per quest*abbondanza di valori , che mol- 
te volte non può l'Analista sciogliere il problema 
in verun modo , come il più delle voi te. succede j. 
quando Tequazion finale , per cagione dei valori 
accessori , va oltre il 4.® grado. Essi sono questi 
valori incomodi, e niente richiesti dal Geometra, 
che privano il medesimo di quelli , che bramerebbe- 
In una parola, acciocché la moltiplicìtà de' va- 
lori accessori si potesse annoverare fra i. pregi dell* 
Anatisi , converrebbe , come l'accennò il grand* 

A j . Alenai 
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Akmbert ( Encyclop. impr. a Lutques | equàtion)i ette 
si avessero de'metodi generali per la soluzione dell* 
equazioni di qualunque grado. Tour mot » dic*eglh 
je ne puìs m'impècher d'avouer , que cene richesse 
pretendue me pardi un inconvenient « Non è però ve- 
to in generale ciò che egli aggiunge, cioè, che 
quando le radici di un* equazione sono tutte ne- 
gative , r inconveniente sia più apparente , che 
reale ; perchè mutato il senso della questione, le 
radici divengono tutte positive • Suppon^egl'infatti 
che i valori positivi iippartengano tutti alla solu- 
zione del problema proposto , e questo non è véra 
generalmente. Sia proposto, per esempio, il pro- 
blema : Trovare un numero , da cui tolta la radi- 
ce quadra del suo decuplo la differenza sia ;=: ao« 
Per la soluzione di questo 9 si ha V equazione 

3r— \/io;r;i3 20 , che tolti i radicali diviene 
della forma ;c * — • 50 ;r + 400 =: o . Proposto 
il problema contrario t Trovare un numero a 
cui aggiunta la radice del suo decuplo , Ja som- 
ma sia r^ 29 , mettendolo in equazione si ha Tequa- 

zìotìt x-^^/ IO X :=: ao, che tolti ì radicali prende 
la forma dell' equazione precedente or* •— 50X' 
•~40oro . Beco pertanto due problemi contrari , che 
vengono sciolti dalle radici di una stessa equazione» 
ht quale per ciò che vedremo qui appresso , ha 
le radici ambedue positive t è certo poi, cheta- 
la radici non possono ambedue sodisfare a ciascuno 
ée^ proposti problemi; e se ne ha di questo una 
prova decisiva anche dalPAnalisi , come si avrà 
Ittogo di vedere nella IV. Parte • fi' d unque evt^ 

den- 
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'dèiité» rhe !e radici pà&ftiVe non àpparceagóno gè- 
nehilii^entè al solo problema proposto • 

1008. La forinola generale dell'equazioni esposta 
di sbt^fa (^x^-ra) (x — b) (^ — e) (^— a-) s o con- 
duce naturalmente a discoprire alcune proprietà 
intetesartti dell' equazione • 

lOOj;. fissa ti mostra pHitiièramenfe , che la so^ 
&tttu2iòné di una radice qualunque in luogo dell* 
incognita t verifica getieràimcnte V equazione f eoa 
la distruzione de' termini • Difatto sostituendo per i: 
Uì)b qualunque de' valori a , £ , e &c. si ha sem- 
|)re un fìttofe ^ j é perciò il prodotto ì:o • 

toto; Ci fa vedere in secondo luogo che un* 
etjuaÉione qualunque non è altro ^ in ultima rrsa- 
luzione , che un prodótto di equazioni seitaplici ^ 
( ed è Questo un Teorèma scoperto dà Hariot)» 
e che perciò equivale ancóra al pit)dotto di variò 
t)pportube equazioni dì'^i;*', 2.*, 3.* &c- grado* 
inequazione ;ir^-2;r^-i 3^^-4-3 8;r-x4s(i per csem, è 
r(r.i)(:r.i) (^-3) (^4.4) -(4:^-3^+^X^*4X^+4) 
s^x^^Sx^-j-iix^ó) (^4-4)=: &c. dove le forme 
diverse j non compresa la t^Hitia, sono dodici # 

loii. Dunque uh' equazióne zero è sempre di- 
visibile ptt qualunque fattore, che sia formato dell* 
incognita accresciuta, ò dihiinuita di ciascuna ra- 
dice • Questa verità si può dimostrare anche neU 
la seguente manièra • 

, Sia £r& un' equazione qualutrquèt sia *:5>, è 
pertid ^«i^f^ro sia uh fattore di £ ^ e sia se è pos« 

sibile-"— -\c: ^+ — ^ I dove R sia uri residuo • 

K 

Essendo ^-f---j-sros^*'— r)+^ , «JecOme t^-^ 

""A4 è pec 
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è per Ipotesi afo; ne segue che sia S.(^— '^^sro; 

dunque anche I{ dee esser tale ,' e per conseguen- 

E 
za non può dare un quoziente ^, con uu 

residuo 1^: vale a dire, che £ sempre è divisibile 
per un suo fattor qualunque x — r • , 

1012. Scoi. Dal Teorema antecedente si è ve- 
duto esser xz:a,byC&c. eguale cioè a ciascuna radice 
dell* equazione a cui appartiene • Qui però, si dèe 
avvertire con M. d'Alembert, (EncycL art. Equa-' 
tìon) che non %\ dee gfa intendere, che sia. ;r 
eguale' nel tempo stesso ad ^ , 6 , e &c. che è 
asflordo,ed importerebbe , che in un'equazione di 2.° 
•grado per esempio,iI termine x^ non fosse un qua- 
drato, ma un rettangolo; ma si dee ciò intendere in 

questo senso, che l'espressione {x^a%ii^b{x^c) , 

{x^tt) può esser su o in tanti casi particolari ^ 
quante sono le radici ,* ed in questo senso , phe 
a:* è un segno indeterminato , il qnale non rappre- 
senta né 4 , nò 6 , né e &c. ma può soltanto 
rappresentar ciascuna di esse in particolare . 

1013. Teor. In qualunque equazione ilcoefBcien- 
te del 2.^ termine è uguale alla somma delle ra- 
dici prese col segno contrario ; il coefficiente del 
5.^ termine è uguale alla somma de prodotti a 
due delle medesime radici ; 11 coefficiente del 4.^ 
è uguale alla stmma de prodotti a tre di tutte le 
radici col segno mutato , e cosi inseguito , fino ali* 
ultimo, che dee esser uguale al prodotto di tutte 
le radici, 

liimostrazioKe * Questo Teor. si suol dimostra- 
re generalmente per induzione eoo uno de due 
metodi che seguono • 

M€t. 



Met. I. Siccome ogni equazione sì riduce alla 
fortna ... (^6t±:a\x^byx^c) ... (Xtt ) =: o , f fac- 
ciasi la moltiplicazione successiva dei. fattori , esi 
avrà pigliando due soli fattori jf* tb (a^b) X'-\^ab 
rr o , 'equazione generale di secondo grado , nel- 
la quale il coefficiente del 2.^ termine uguaglii 
la somma delle radici col segno mutato, e T omo- 
geneo eguaglia il loro prodotto . Si faccia il prodot- 
to di tre fattori , e si avrà un' equazione genera- 
le di terzo grado, della forma ••, m.. ...••• 

x^tt:(a'-{'b'-\'C)x^-j^ab-^ac-^bc)x*±:abc nro , in cui. 
si hanno le quali tà divisate • Nei modo srtesso , 
facendo il prodotto di quattro fattori onde si ab- 
bia un' equazione generale di 4.*^ grado 

:±z{aòc'j-abd^bcd'^acd)x-\'abcd:=:i Oj che ha pa- 
rimente le condizioni proposte ; Cosi proseguendo 
si può concludere in generale &c. &c. Questo è 
il metodo stesso , che fu da noi esposto nel Lem- 
ma 1.^ n. ^06. , ma con;, un raziocinio un poco 
diverso , e forse non tanto evidente. 

Met. II. Sia Tequazione generale Af™-!"^^^"*"'»*** 
4-X* =:?o e sieno le sue^ radici 4 , i , e &c. » 
Queste si sostisuiscano in luogo dell' incognita, 

e si avranno r equazioni particolar? •• 

^m^.4l4in-i^^i^m-2^ &C. K' tzo 

i«4^'A«"'+A'i"^"*+&c. K' ^o....(M) 

^in^^»,m-f ^^i^m-2^ 8cC. ìC^O 

8cc. &c- 

Pongasi w=: 2 , e si prendano due dell' equazio- 
ni addotte , onde si abbia /i*-f 4'<i-|-6' ^o » •• ••• 
b^-^a^b-^b^ zzo. Sì paragcm'no i valori di b^yC 
si avrà 4*4*^^4 ;=:i*4-4^^, onde si deduce 
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ii*5='"^g-sj^(«^*)*Si «ostituisca questo valore 
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}nunadéIlVqua2Ìonf adtècedéntf» per esèmpio nélP 
tqmtìotìe b^-\-à'b^b^:mó e si avrà i'-^: -j-^*.*.. 
«|^^^.i— 6»z3 4-^fi , cortie si richiede . Pongasi a- 
dessa 1»=: j é Saranno le radici 4, é,f, e perciò 
SI avranno le tre trasibrmate ... (M)é Da ciascuna 
si deducsì H valore di K^ , che in questo caso 
•quivale a cS ^ si avranno l'espressioni X' =..** 

— Zi'r.DaHa prima di qucst* equazioni si ha tra- 
sponendo b^b^b'a-a^J{^ét'a}^b^-^a'b^ , e dalla 
^condt si lìa ft'i-«.*'tó r^-f^^r'— A^— ^'A^ Di- 
videndo pet' b'-^a la prima , e per b^^c la secon- 
da» si ottengono le due seguenti espressioni di 

à^^a'a^^b^^a'b^ 
b> 5 cioè b'^ ' " \^ •• '■ • 

i^= ^z; 

seguenia "^^ ^^^ ^_, 

equazione da cui tolte ìe frazioni ^ trasposti in iiis 
membro tutti 1 tertiiini aflfcttì da «^ , e diviso 
tutto per ciò che la moltìplica , sì trova final- 

at^^bt^^al^^bd^^eét^^iP 
finente «';=: ' — ; IT i 2 1 1. 2 1 1.1 ;^^•«ri-c 

Si ponga questo valore in una dell* espressioni 

^ab^^cb^^ba^'+cà' 
di h\ t si avrà Vzs^ — ^ "t — ^ — ^*— ..#.« 

te ^i+^f+^f:sostitui$cansi finalmente i valori di 



r* » e sarà dir: t^alc % t cosi ìfl seguito si può e- 
Mender la diiitostra^jofie alT equazioni stiperiarì 4 

II medesima Teorema si può dimostrare con utì 
terzo Metodo, k di cui induzione è molto più coti- 
eludente ) e rigorosa dei Metodi addotti \ esso è il $6*' 
guenteé 

Mei. in. Sfa la solita equazione generale # 

(u^)...^™^-(i';r"-'+i»*«-*+r»A:"*"l..+l:' - o, che 
abbia le medesime radici 4, i, t 8lc. é Si divida 
per m suo fattore x dba^tsì avrà la risultantd 

della forma * é.-...-é..#Mé*...4.é.......u 

(^^.^'^^a'Kx^'^^b'^x^^^i &C.K'»- o. Que- 
sta si divida per un suo fattore xt±:if , onde si 

, abbia la risultante.....*.... «%. é^.««.*..é«..< 4 

(/^")... ;r«-*4-/<'"jr"*-^-fin'^m-+ 8cc.K\'^:zo. Sì 

divida pur questa per un fattore xdre , e si avrl 

cwl in seguito. Si riioltiplichi adesso l^equazio** 

ne (^^) per getta la risultante...é..M^ *.* é 

#f«-f 4"A:"»"'+^''A?n>-»^.c"A?«^"^ : 

ice essere uguale alla proposta (^) , e peiv 
ciò debbon esser eguali i coefficienti ortiiolo*» 
ghi di ambedue • Dee pertanto aversi a^^-^a::* é > 
*"+«'V= U ,f''4&"^=: e ; ra^ KK.. (2) Si mol- 
tiplichi nel modo stesso T equazione /4'* per il 
fattore 9(±i ^, ed il risultato si paragoni coir e- 
quazione (/^') . Si avrà primieramente- fa risultante 

e fatto il paragone de* terftiini omologhi si ottiene 

IfUt^i'i^ ^M^sì passi a moltiplicare rcqtrazionc(.x?'*^ 
per il fattore Httt^ e se ne pardon t il risuitd» 
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to coli' equazione (v*") . Si avri.,.....;.;;; 



rJ£"^'=Kl". Si prosegua in questa maniera finché 
si giunga ad un equazione(/^/"^'''^)chc sia I' ultima: 
indi si sostituiscauo nelle prime equazioni (2) i 
valori di a^[y bj^ , fU &c. neirespressioni di que- 
sti valori si sostituiscano i valori di rt*",A'^', 
f^" &c. .presi dalle successive equazioni de' coef- 
ficienti omologhi e cosi in seguito, e si troverà final, 
mente^'z:'— (tf+A-^c}rf&c.,^':=: ah'^ac &c.-f ^r&c, 

10J4. Dalla scoperta natura dei cocflScienti si 
possono dedurre, molte -utili • conseguenze. 

. 1. Che date le radici , sono determinati i 
coefficienti, e viceversa . Perciò qualora sieno 
indeterminati i ccefBcientf , se ne può fissare il var 
Jo/e.in qualunque modojperché potendo aver le ra- 
dici- q^jalbnque valore, dialtro non si tratta che di 
verificar l'equazione colla distruzione de' suoi ter- 
jninì. Questo fmostra più chiaramente la verità di 
ciò , che si disse al (n* 81.) 

IL Che se in un' equazione marca il fecondo 
termine, le radici sono in parte positive, ed in 
parte negative, e la somfca dell'une , uguaglia quel- 
k delPaJtre, 

.^ III. Che se manca il lerzo fermine, le ra- 
dici sono parte positive,e parte negatìve,ed il prodot- 
to ^elle positive nelle negative eguaglia il prodotto 
(di quelle , chcso^o affette dal segno ttesso, pre- 
"^ «e però sempre le radici a duef; e cosi degli al- 
tri termini , nei qu^Ii i prodotti delle radici sona 

presi 
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presi a tre a tre, a quattro a quattro , e cosi per 
ordine successivamente , finché si arrivi ,ail' ultini3- 
termine , il [quale siccome uguale al prodotto di 
tutte le radici, affinchè svanisca , si richiede che 
una almeno delle radici sia eguale a zero 

IV. Che se manca qualche termine , lei ràdici 
debbon aver segni diversi • 

V. Che se la somma delle radici positive su- 
pera quella delle radici negative, illsecondo termi- 
ne , a motivo delia mutazione del segno , dee esser 
negativo , e viceversa • 

VII Che l'ultimo termine, nel caso che le 
radici sieno tutte dotate del medesimo segno , e di 
numero pari, dee esser positivo, e negativo qua*- 
iora sieno di numero impari, 

VII^ Che qualora le radici di un'equazione sie- 
no tutte uguali, nel qaal caso essa è una potenza, 
il cocfScicnce del secondo termine dee esser egua- 
le all'unica radice^chesia-per esempio 4, presa tante 
volte, quante unità contiene il grado dell'equa- 
zione , il quale chiamandolo n , si ha. il coefHcien- 
te divisato espresso per »^. Perla stessa ragione il 

( «—I ) 

coefficiente del 3.° termine dee essere n a*: 

^ a ' 

il coefficiente del 4.° termine dee essere zz 

n(n~x) (n^i) 

' ^j g ^Q^j jj^ seeuito , a tenore deì- 

2 • 3 ^ 

Ja formola del Binomio . E' questa un'altra dimo- 
strazione induttiva del Teorema Newtoniano sulla 
formazione delle potenze , ma npn è punto diretta 
come pretende il Sig/ Tommasin i (introducth in 
Mgeb. «.420) perchè diretta non è la determina- 
zione de' cocfficie.iu , da cui deriva. 

Vili. 



VIIL Che io un* equ;u:ione , la quale abbu 
ima radice delia forma 4/*-^ \/ — i , dee averne 

un' altra dclU forma.<x-f-i\/ — i , alcriracntì la 
gomma delie radici > la somma dei loro prodotti 
4 due 9 4 tre &c. vale adire i coefScienti delT 
equazione , sarebbero immaginar], il che è contrario 
alP ipptesi che f\ fa % che un' equazione finale sia 
spogliata di ogni irrazionalità. Si può però dimo* 
3Crare la verità di questo corollario nella maniera 

seguente . , „ 

Sia ^4^^-}"?lv/~*=^ "^ fattore di un* equazio- 
ne » ed un altro ne sia :r.-f- w -f-» \/— ^ =0 ; In 
essa dovrà contenersi \\ prodotto..,,. ..••.•.••••.•.,^., 

+p^-\^x v/~. 1 +?w v/— i 

questo» affinchè l'equazione a cui appartiene sfa 
razionale » si dee distruggere l' irrazionalità , e 

perciò dee essere n^yj^- i -\-qx \J — 1 -f-p» yj^i 

+?w \/ — isooveronAffy/— i^qx]\l — i =0 c.t.. 

fa \J — 1 -\-qm \f^ i =0 perchè in virtù dtlla pri- 
ma equazione , svanirebbe r irrazionalità solamen- 
te per un valor particolare di Xyt non in generale 
come si richiede , Ma dalie due seconde equazioni si 
ha »=>— ^ , ed m^p\ dunque i due fattori proposti 

debbon esser della forma ^-f-Z'-j-^y/—* 1 3:0, :r-f-;>., 

^q v/— 1=0. 

Le radici immaginarie vanno dunque a coppia, e 

se abbiasi una radice qualunque ^-^B ^/.— 1 , dee 
viversene un'altra, |come A^^ByjZTT^ Quindi 
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V tdxy. Téòf. Un* èquaaFotse di gnido impari dee 
I' per il meoQ avere una radice reale, . 
*^ La verità di questo Teorema si p^Q pcri^ dimQ* 
^1 strare nel modo seguente» Sia requazionc m..— •,» 
5: :r"+^i±:^^"=fc:Z?A:'^"» &c, dniCao; si ponga il prima 
-; membro z:y\ ed j^^^f^zis&csfc^py., (/^) sarà T equa- 
;*rr zione di una curva . Si faccia d^z:oo e si avrà,....» 
i^ jy=*"*'; si fàccia xs— cdj e si avrà J'a — Af"t». 
rf Ora la curva e3ppessa dall'equazione (^4) è una curr 
:^ va tutta reale, e continua , perché a qualunque va- 
'f; loFc di ^ corrisponde sempre un valor reale di jf- 
;* , fra gì" infiniti valori di ^ si comprendono oo e - oo ; 
questi fanno passarejf dal positivo al negativo;dunque 
vi dee essere un valor reale dÌAr,iI quale'riduca jf=o, 
perchè il passaggio dal positivo al negativo in una 
funzione intera non %\ può fare che per zero . [dun- 
que v' è sempre un valor reale di ^ • e perciò &c.&c. 
f; ioi(J^ TeoT. Un'equazione digrado pari , che ab^ 
■\ bla tutte le radici immaginarie,o tutte le radici egu4r 
':,, \i » Ha sempre T ultimo termine positivo , 
■^ Dimostrazione, Difatto il prodotto di due radi- 
la ci immaginane corrispondenti ^-f J? \/— i , , 

^^B^^i è|/^*-[-,5% e le potenze pari jjono 
sempre positive * 

1017 Qufndi un'equazione di grado pari, che 
abbia T ultimo termine liegativo , dee per lo meno 
avere due radici reali , e di queste una positiva » e 
l'altra n^ati va ed un'equazione di grado ;impa- 
ri, che abbia 1' ultimo termine negativo dee per 
lo meno avere una radice reale positiva . 

io\%^ Teor, Se in un'equazione, che abbia tut- 
te le radici immaginarie, si sostituisca in luogo dell* 
incognita , qualunque ^[uaatità , la somma de* 

ter- 



termini risulta sempre positiva. Dimostrazione* 
Il prodotto di due qualun<]ue fattori imcnaginarj^cor- 

rispondentijCome xdt:^-\-B \/— i = o ; ^r^J;^-^ 

B v/— I =: o, è t«^±:i^x f ^*-|-^* . Ora se in 
questo pongasi per x una quantità qualunque n » ò 
— » , il prodotto tt^d[Ziu4n -f- 4^-^*5^ rimanane sem- 
pre positivo ) per cagione che il quadrato..*.. .• 

»*d:::2>^rt-{-/4^ èsempre di,sua natura positivo. Il 
prodotto di uno di questi fattori quadratici, per 
un altro qualunque di tali fattori ,dee risultar po- 
sitivo , e cosi in seguito : perciò &c. 

ioip« Di questo ne pros^iene che qualora per 
la sostituzione di diversi valori in luogo del T inco- 
gnita, Ì4i un'equazione qualunque, le somme de'ter- 
mini risultino di segno diversa , ne proviene dis- 
si , che una tal equazione debba necessariamente 
contenere delle radici reali . Perciò 

L Un'equazione di grado impari, cheabbia l'omo- 
geneo di comparazione negativo come >, 

^^"^'±:.f^'"±:^r""'+ &c,— ^z:o dee necessa- 
riamente avere una radice reale positiva . Difatto 
se pongasi a:^ 00 , la somma dc'termini è*?^"*' ,e 
se pongasi jfr: o , è —a; . 

II. Un'equazione di grado impari, che abbia l'omo- 
geneo positivo , dee aver per lo meno una radice 
reale negativa. Ed infatti, mutati ì segni nei siti 
parijl'ultimo termine di vien negativo, ed ha perciò 
una radice reale positiva; ma la mutazione «le'se- 
gni nei siti pari 'muta il segno di tutte le radici , 
come si può verificar fiicilmcnte.: dunque &c,j 

III. Finalmente un'equazione di grado pari, che 
abbia Tultimo termine negativo, ha per Io meno 
due radici reali» delle quali una è positiva, e V aU 

- tra 



tra è negativa • La prima parte è manifesfa perii 
numero i • La seconda si fa evidente operando co« 
mi al numero 2. 

1019. Teov.^ Qamte radici reali, e diseguali st 
hanno in un'equazione , altrettante variazioni dise- 
gno si posson gccenere ne Ja somma de* termini del r 
equazioni , risultanti dalle sostituzioni di opportuni 
valori reali , in iujgo dcITincognita • 

DimQscrazhne . Ogni equazione si quo rappre- 
sentare colla tbrmola {99 — ^)C^— 5)(jr-— f)(r-— ì)&c. 
r:: o , suppojito « che le sue radici. Steno a^b^Cjd &c» 
e queste tutte positive ; Si faccia ripotésì , sempre 
possibile, che sfa 4<&<r<i 5cc. e si sostituisca in 
luogo di a una quantità a^>a y e <b ; nella risultan- 
[ te (4' — a) (4'—^) (<i'— '0 &j. =:, o il primo fattore 

l - soltanto è positivo , e gli altri sono tutti negativi • 
\ Si sostituisca 4I' per ^ e sia 4''<4 ; nella risultante 

il (4»'— i^)(4^'— i>)Gt"— c)'&c.=s o tutti i fattori sonò 

'' negativi ; perciò la so.uma de* termini della prims 

^ trasformata, risulta di segno diverso dalla somma 

i de^termini della seconda • 

•* Sì ponga b'* per m , che sia ><« e <J , e si avri 

il primo fattore solamente positivo ; si ponga 6' per 
9f , che sia >6 , e <r , ed i primi due fattori sa- 
ranno positivi , gli altri tutti rimanendo negativi . Si 
avrà perciò una seconda variazione di segno nella 
somma de*termini. delle due risultanti • Si prosegua 
lo stesso raziocinio , e si concluderà &c. 

Le stesse variazioni di segno si posson ottenere 
però anche in un*altra maniera , con porre cioè 
tf '<4 , e 4">f , tf *>4 , e 4' '>^ &c, con porre *'<fr , 
e fc"></, b^<b , e é">/&c. cosicché le quantità so- 
stituite comprendano due per due un numero sempre 
impari di radici • 

B 1020. 



IQip, I^AE'fitfile « Vpflcf;|| , che (jq^ttr m' lÌAnM 
radici mm^&nme^ t^cc v^rìiuiQoi di sègqa dcb^ 
bon mancare • Difatto si sa che i fat^pri iq[|inagiv 
H^ri , del>l?op ejwcr sempr e di oufjero p^ri^cdflU 

forma Jr-f«^-f * v/*^ ^ » jt-K'— * v/--^ i , e si 
sa inoltre , che il prodotto di due Yattorì imma» 
ginàrj ^rispondenti , dee risultar sempre pòsf ti vo« 

102 1« TeoT. Se in un^equazione , che abbia del- 
le radici jreali , si sostituiscano in luogo del T in- 
coooita due quantrtà,lequalf cadano fra due radiet 
reali éontigue , ovvero comprendano dentro df se ^ 
tin numero pari di radici reali , h somma de' termi- 
ni delie trasformate » non può risultare di segno 
diverso ♦ 

Dimastratme ^ La Dimostrazione di questo 
i sioTiile a quella del Teon precedente • 

loai* X^on Un'equazione qualunque é divisi- 
bile di sua natura in fattori tutti quadratici,qualora 
sia di grado pari, ed in fattori quadratici, ed utt 
finttor lineare , qualora sia di grado impari • 

Dimostrazione* Cominciando dalf equazioni di 
grado pari , se le radici sieno tutte reali , il Teo- 
rema è manifesto ^ Se tutte sieno immaginarie,8ic- 
come ciascuna coppia di esse dee esser della forma 

\4^ff \/77i^ yf-^ \/ i~ i,e4 ìl'prodotto di du0 

fattori jd» questa natura è sempre un fa^tor quadra* 

tico/eale , ha segue y che Tequazione si possa di<- 

..vid£rc in fattori, tatti quadratici - 

. t Qj^alora le radici fossero io parte reali ^ ed in 

part^ immagi narfe 9 siccome queste debbon esser di 

aumefo pari , e della forma .^ -^S v/-i , *^'\-By/^% 
tvm h 4i»ostra«ioQe addotta di sopra. 



Kì^ratie il etto <lelP«qfueRnit di gKdo impAti-, 
In queste sì è veduto C«.io<8 ) che vi dee e«sere 
Mmrsiiice tede pcf io anno ; duwjut d*sta dividere 
per ilifattor reale di primj grado , che Vi si contie- 
ne , e la risultante eiseadj di grado pari , avrà luogo 
ciò ( che si è detto di sopra . ' , . 

loaj. reor, Uh'equazionc » che abbi» tutte le ri. 
iki raaiOMli > e che noa conten/a r/ttaa t«raii«e 
.^to, non p«ò avere alcuna radice fratta» 

'■ Dimostrazione . Sii T equazione ..!.......•. ...T, 

x''ds^x''~^±sSx'''*^ &c. =3 o , fcd abbiasi se é powlbf- 

le xaT^i tsseaìiop ^e y primi (irà i\ lato. Soiiitiieo- 
do si àvrii ^ ^±:qp"r ':±r^,-^ &c. =3 o . Sì sol- 

•«iplichi pcry" * , c! s« otterrà -^ ■iì3jtf^^dkap*~*q 
^ . 9 

tt: Stt. t5 d . Ma -^ é uria fraziong , perche^ 

noB è divisibile per ^(§47. num. z) : dunque fi- 

f" ■ * 

«alta -r *5 =P '^'^^tsfìBp'''* q fto. cioè aoa fràtiode 

propria eguale ad un intero , 

lbt4. Hj avvertito , che i* equazione non ^dee 
Cootèner veruna radice Irrazionale , . perche altrf- 
fticnti é falso ti Teoféma , mentre si possono avete 
tfelle radici fratte , seflza , che nel l' equazione ««- 
m verun fermine fratfo . Si vedrà per esempio a 
«uo luogo , che ré<Juaztone ;c*-f ;r— 5 k q ^,^ìuc 

radici ffatfé— 7=t=7\/2i . Non è pw^, obc in 

B X que. 
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.questo caso abbia luògo verun assordo» perchè essen- 

p II 

do"^ tar=r — "Jds^ v/" > '• secondo membro 

rappresentato qui sopra per q=^/^°""'q3V'*'jq= &c* 

contiene il termine y/z^ , il quale include una fra«- 
xione> e perciò risulta frazionario ciascuno de' due 
membri • Questo non è stato avvertito dal Si- 
gnor D, Tommasini , e perciò è iàlsa la||pro- 
.posizione , che dimostra al (»*4350 del 2.^ 
Tomo della sua Opera : JntroiuHìo in \iAlgt'- 
ifAtn • 

102$. Teor. Un'equazione la quale abbia tutte le 
radici razionali,se ne abbia qualcbcduDa che sia 
fratta 1 dee contenere qualche termine fratto , 

Dimostrazione . La verità di questo Teor. deri- 
va dal Pan tee. 

1026. Teor. Un'equazione che abbia tutte le ra- 
dici reali , e positive, ha i s.egni alternativamente 
positivi e negativi; e se abbia tutte le radici re^li 
negative , ha tutti i termini positivi , t vice- 
versa . 

Dimostrazione • SÌ faccfa il prodotto dei fattori 
X«»<r, x^^b • Il risultato è ^* — ax-\-ab '\ questo 

—bx 

prodotto sì moltiplichi per a*— r , e si avrà ..•••• 

X^ — (a'\'b-\'C)x^-\'(ah-\^aC'\^bc)9f^-^bc:%ì proseguii 
la stessa operazione,e si vedrà che si hanno sempre i 
segni alternativit La seconda parte è per se manifesta, 
perchè il prodotto di ifactori come ^-|-tf, ^-f-^j x^C, 
non può contenere alcun segno negativo • 

1027. Generalmente » in un^equazione che non 
contenga radici immaginarie, quante si hanno alter* 
nazioni di segno » tante si hanno radici positive ; e 

quan* 



quanw coàsccùiiODì di «egno > tante sf Iiannò fidici 
negative V La dimostrazione diretta , e completa di- 
questo Teor, la daremo a suo Juogo * 

loaS. Teor. Se la soluzione di un'equazione con- 
duca ad un risultato assordo , il problema da cui una 
lai equazione è derivata dee contenere qualche con- 
tradiziose . 

dimostrazione . L'equazion finale di un problema 
none altro, che un'espressione delle condizioni del 
problema insiem combinate ; dunque se in una 
tal espressione v'abbia qualche cosa impossibile, ò 
coptradittoria, siccome la deduzione dell' equazioa 
finale si suppon fetta legittimamente, conviene che 
derivi dal problema stesso . 

^029* Tfon St un'equazione presenti i valori 
dell incognita in parte positivi , r ed In parte negativi 
itìut^indo le condizioni del. Problema nelle contrarie p 
I valcul^ositlvi dìvengon negativi , e viceversa • 

Dimostrazione . I valori negativi dell' incognita 
servono al problema contrario a quello da cui è deri- 
vata l'equazione; del che uno se ne potrà convince- 
re facilmente in appresso ; dunque cangiando il pro- 
blema nel suo contrario , i valori che gli debboff 
so^disfere , debbon esser quelli , che dianzi eRino 
negì^tivi ; perciò debbon essi divenir positivi , e vi- 
ceversa • 

X040. Teor. Se un'equazione conduca a dei risuU 
tati immaginari » cangiato il problema nd suocon- 
, trarlo, la medesima equazione può condurre a dei 
risultati reali. • 

Dimostrazione . Cangiando il problema nel coiv» 
trario j cioè cangiando nelle contrarie le condizio- 
ni che lo costituiscono, piiò avvenire che la fun- 
zione compresa sotto il radicale di esponente pari ^ 
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4b €«i den^ tSmiwgtoarte^, ói negativa diventi p<v 
mtv4ia,c^gion»(kUa mma^zioM df se^noscfae succeda 
nelle costanti date ; orlile rimaa evidente cbe.&c. &c« 

10} I. 3^2^!^. Da' unVqiKizione di grado impari >i 
non si p»ò deduri^euna formoJa generale > che rap» 
p^^esenii i< vab>ri (klPincogiika » e sia priva d^ ìoumf 
.gìnarietà . 

I>im4>f traiiii(me . NiuM (camola geMfale dedotta 
d^4e sole propt ietà di iM^etjuaa^ioM , la quale eoa» 
tenga pia radiai , e queste reati , puè rappresentare 
una delle radici» piitttostQ che un'aJrra , perchè 
eia«c»qa ha il iii«dcftiinopa{>porcaalFeq4ia2Ìoiie a cui 
frp^av«}«ne 9 ed egimInMote ve adempie i^ condiiiook 
Ma da un antecedente, il quale »ai indiffereote a|»à 
cojisegven'Ci , non se se può dedurre piuteesfia un 
cooseguente, che uo altra, dunque «ira fcrmola > 
che rapfM^eseoti general mejite il valore cteirincogm'tab 
.0 dee rappresentar cufti i suoi valori , è qoi» ne dee 
rappre^ntar veruno : ma è ]aipòd8ÌtKle,che una 
fermota Algebrica rappfesenti un nMiier9 impari dà. 
valori reali >!<• Dun^iw&e. 

Che Bn^if^rmòh algebrica noo* possa rappresentare 
mt mimet^o di valóri reali >i èmanìfesio • 

Difaetf , ò es9a non contiene aJcun radicale , ed è 
ehiare che npn può av«r più di un vaJore :. Sconcie- 
ne dei radicali di esponeate impari , e siccom^ecsi non 
p9e9ono* ^et^e p\t di un valor reale, neppur la 
ferino]»: può contenerne di più: o contiene dei 
mdÌ4EaIi di esponente' pari , ed in questa casa» 
siccome essi posson aver due soli valori reali 9 
iKKK più di due ne potrà ricever la fomsoia • 
B^' dunque impossibile, che si abbia una formola 
trtte» napprtesenti tutti i valori reali dell* incognita; 
dunque non ne dee rappresentar veruno; dunque 
d^e essere immaginaria • Ge« 



• €€ireralriie«f e , dt litì^é^titófatie fa ^ttifé cdfttenga 
w* ntrtìtefó^ di radici reali >i , non si pud dedurre 
toa fófrtfda ,- cMe rappresenti tutti i valori reali 
deìPfitcógffifa , è perciò r espression génertlé di 
^i^ dee tónterter érgnftrriiàgJiiail . 
, ]0)2r &o/. Il dottissimo Sigaor Nicola de MaN 
tìno si oppone al nostro Teorenla dicendo-, cbé Tana- 
lisi può benissimo sommiffn^t^afd ttna fbriiiófa che 
rs^resehti nd nunlero di valori reali >1 , ^tiMi noa 
richredcffdosi che ew» gfi rappresenti con una for- 
mola indefefftrrnati • ^óMe ( cgìt diCè uéigeiu 
f. tu Lh\t. Cap. %pag. \^^. ) ìnfeiactiònt étqua. 
tìonm quarti gradui [no^ìmus quàrittfàiem iitetmu 
fiariddifi per aqudthnem slmptkem , qum mttfplà^é 
eì^e débtf , sic ptt ^nalysìm ietìgnatl utptìitài ad* 
huc tndetéfnrinataf Mol gli rfspjoncfJarfio eHé rindè- 
tert8inaafoR« d«lta formola , che «gli suppone possH 
fibf>Ie«^dovrebb*eMer prodotta da qualche fattore ili- 
determinato di Udo de^ co^Éciet^ dtlPdquaz^ione prò- 
pnsiày aUrinlenti la d^terdiimi^iioBtf di es»a non dipen^ 
derobbe d«^l problen^^ Oraiadeierminaaàidife di uol 
tal fattore , eseguita in fante drvefse maniere ^ quan- 
te soaak r^ki reali cfolT equaBiojK» datai ^neraU 
flfti^té pariafndo iif Valva 1« llesBaidi£lcoItày ebe il 
rftrovdMnt& dtUe rzdkì » a dipefhlf dalla ^lusiom 
diuì) problema determinatOjdel mede6fn»o grado del 
jfrobVeÀa propotto t per coftliegiieoza la ibrmola dt 
^m éi tratta sarebbe ^eteritfinatà solo ih ^parenaa) 
omie fiom è possìbile ciò che egli sls^rfsee * 

Il finqirl' detto verrà messo in maggior lume dalla 
tióìuitòM (fellVqMsfrotìf di' tetto, i?(lTuartò' gradc* 
a radici tutte, reali , e'd hi ióhgiì&fcttià U diffitol- 
t3l dedotta cfalTarfidtóioìiedfelPe^uàzfótìi (fi qtiarto 
gradò. 
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IO j|. Teor. Un' equazione della brmz ...i.'iZi,^.7i 

itf'»-f-w^x"'"*-f^^"""'^ &c. r: o è generalmente im- 

possibile . pifatto , qualunque valore positivo» ^a 

negativo si sostituisca per:r, il risultato è sempre >o. 

1034. Teor. Se abbiasi un'equazione de/la fi3rma 

fl!±:*v/^^— tf'dbA' v/±f' dovrà esserar::4'.:..... 

Dimostr. Essendo adbb y/do e::: 4^ i' \/dtfi* 

sari ancora tf— tf ' =r i±:i' v/^^' ^ * v/^^ J ™* 
la differenza di due quantità è sempre omogenea con 
le quantità stesse : dunque dovrebb' essere una quan- 
tità razionale» eguale ad una quantità irrazionale ;ora 
r equazione ' dee per ipotesi sussistere ; questo non 
può avvenire » che nel caso in cui sia 4«— tf' ;=:>o e 

ttsfc' \/±: r'ip b \/ dt: e Tio ^ dunque &c. &c. 
.103J. Teor. Se abbiasi una equazione in cui 
iriànchi uno dei termini intermedi fra il primo,e l'ul- 
timo» e i termini immediatamente contigui » sieno 
[dotati del segnò stesso, essa dee contenere necessa- 
riamente delle radici immaginarie • 

Dimostrazione • La Verità di questo Teorema , la 
dimostreremo per induzione per Tequazioni di 2.% 
3.^ »e 4.^ grado» che sono l'equazioni trattabili con 
metodo generale • 

i,^ Un equazione di Zé^ grado mancante del iJ* 
termine si riduce alla forma x^t±:p7=:, o » ed il se- 
gno dei due termini dovendo essere per ipotesi il me- 
desimo, sì ha **-f"^ &o, o sia -»;=; dr vA^^ > due va-^ 
lori di M ambedue immaginari • 

2.^ Sia un'equazione di 3.^ grado, e si sup- 
ponga mancante il secondo termine ( il raziocinio è 

lo 



ìoMtsso per la maocafiZft degli altri ) • to questbx^ :: 
so una delie radici dovrà esser positiva, ed eguale 
alle altre due negative , o viceversa : sieno pertanto 
le radici ^ , i , — ,c, ovvero — «,. — b , r . Il coef- 
ficiente del 3.^ termine sarà a6-—i{r«--&r ; ma essen- 
do a-\-b=: Cy beh ^ab ; dunque ab^-^-ac-^bc dee es- 
sere una quantità negativa, perciò 1 ^ue termini, 
che comprendono il a.^ termine ma(ncante , debbon 
essere di segno diverso , giacché il primo tcrtninc 
è sempre positivo; ese il terzo termine sarà posi- ' 
tivo, si avranno necessariamente delle radici im- 
maginarie • 

3.® Abbiasi un'equazione di quarto grado. 
Affinchè manchi il secondo termine , o ^tfe radici 
debbon esser positive , ed uguali alla quarta negati* ^ 
va, viceversa ; òdue positive , e due negative di 
•somma eguale , onde i quattro casi possibili sono » 4» 
bi ^,— </; — 4, — by — ^ »4-rf; tfj^s— e, 
^^d y— a y^^ bi Cyd. Nel primo , e nel secon- 
do caso il coefficiènte del 3.*^ termine sarà , ab , at ^ 
bcy — ad »•— bd^^cd 9 ma essendo a -}-^+^s d , 

dee essere ad;i>ab iCd>aCy bd^bc ^ e percfò .^. * 

(a-\-b'j-c)d>ab^aC'\-bc » e il terzo termina dcees- 
. «ere per conseguenza negativo . Nel 3.^ , e 4.° caso . 
in cui òa-\-tz: f+rf , il coefficiente del 3.® termi- ' 
©e risulta aB^^ac -^bc-'-^d'^bd^cd r o sia ab-{'cd 
•— (j-f-i)(f-|-rf) . Facciasi a^b > e perciò anche...... 

c^d = r ; e si avrà (^-f i) (f+rf) s= r^ > esrccome r* 
è =: (tf-f-^)* ed s {r4-4* * si potranno determinar? i , 
valori di ab , e di ed » affine di conoscere se ab^ed 
— (<f-f-^)(r-f-rf) debba essere una quantità positiva, . 
o negativa . L'equazione r^sui^^iab^b^ dà permcz- 
20 deirantitesi 2ab=i r^^^^^b^ 9 .e dividendo* pee 
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6n r'^^^h^ . 

«léne r'x: c*4-*frf+^' » dà fii?= — — "}%uin* 

di sf cf<fArc^ tf»-frrf sii ^^-— .— -— ^ e j^,,^ 

diHM|»^^+r<i-^<f-f-4X^+'^) ^ ncccs$ammèDt€ una 
qtU»cka negativa* ;' dunque se il ter^o termine su pò- 
8Ìu>y^v^i^ dei medesimo seguo 69 1 primo )*siavran* 
00 delle radici immaginarie . La stessa dimostrazio* 
ne i«4»ttiv»si può applicare ai casii nei quelli man«- 
cbi^ ^Haluaque altro termi se » e si estende com'è 
inaAKfesio »ir eguas&ioui di <|ualua^f grado # 

lo)^* T'roi/. Determinare se ìr ur' equazione 
fsittaaa delle radici immaginarie, SoltéthM . 

LÈMMA. 

Se at^biasi ùti Dumero m dì Quantità feati 
« > if j 7 y / ^c- 6 se ne ponga fa somma sM^ fa 
somma dei qua^dràti s !K( , e k soiuiiia dei prodotti a 

Ams: L^ dico che si ha i€rnpf€'^'*^7^L . 

JDAffoyrfiTsfoife.^ Fresi i q;ttair)iti d4 tutfe k diffe^ 
retóe , bì ottrene ( «-*->^/4-(d»-^^)^4- ( -e*--^ /*«' 
-f (i»— >>* *C,rj( I»— J) (c^^fi^^y^ &c.) ...••....,ct 

8&ik)^reMa ^mutitàùpomiv»; dunque lo sa!ràsem« 

pW ansile (fflui) J^(*•l£^é «H*S perdò*^-" j^> L 4 

Di qui si può dedurre che mN è sempre pM^ , In 
X : effet- 
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e perciò m^:> M^ come ri doveva cMmtospfrare « 
Si osscrvf che sébbefie «, ^ ,7 &e« ffkotfi prese po- 
sitive , nondimeno la dimostrazione addotWsJ csteit- 
de ancora al caso che sieuo negative } pcrcèè' r q^iia-r 
drati rimangono i medesimi « e la somflradet pradoc^ 
ti,o è la medesima in caso che detPe qoàirtftS frena 
tutte negative, o èraÌBofC'jBkta'Sa che alcnm srcw^ 
positive , ed altre negative . Posto questo, vcdia-» 
mo adesse- guai f gbffldwsfotri dcbb^jtra àtcr Poogò , rf-^ 
finché un' equazione afebfar wtttf fc radkf rerff* 
Sia l!eqtta^BeJi^i--^x'**^H^'^--/)^»^'&(r i^ 
le di cui radlei di n umero «-j-sietio-^; ft», e ^ d 8cc.9ca 
Per l« frattrr»'* ognh equazione,. i coefScfeirt} edl 
numeri dei termini che li compongono, saranno qu^« 
li si vedono nelle Tavola annessi : " 

C r 4ÌC + ^W + tf ie &€• t '~": — ~T — 

Vecadàiisì nèsso fq^iadrati dfciascuna dT queste 
Mtut . e si* ««4^»-p-|-«i* &c. = T; fl»^»-f ♦*«* 

^essendo ««-f 4*4^* &c. = ( a-l-i-f f-f d &c. )• 
— a(<ii-frf<-f fl<0 &c. sarà / = .^'— aj8 . Similmen- 
te, 



»i4r ^ 

te,ef scpdo 4»i«4.«?^*4^y« 8cc.tt(a-^at^^&c.y ' 
—2 ra^hc -f «' W -f a" ci &c. ) -f * (^^^^ -f-aicr 
^abde &c.) , si ha ^s fi*,— a/^C-rf-a D e proseguen- 
do lo stesso raziocioio/si vedrà che si haaào resprei» 
sìoni seguenti • 

g.== ^»— 2/rfC+2Z» 

1^ = t:*— 25/?+25£~2F 

e =: /)'— 2C£4-»^/^— l*^G+2H • 

&c. 

Dunque per il corollariq del Lemma wiV>af* , 
poiché T tiene il luogo di JJ^/^ il luogo di Af j ed » 
quello di •» , si avrà»/'>y^* • Per la stessa ragione 
»(«— i) »(»— I) (»— 2) ♦ 

-^-jL>/?' j — nr"^^ 

»(» — iX»— a^(» — i) 

—S > D* &c. &c. Si sostituisca- 

no t valori di PiS^J(>&c. e si avrà » .//'-.2»ff> i^', o 
1» 2»(n— -i) 

•'*"^'>^^»**> i ^-^ '!""^' ^' > 

■ ' ■ <■ , 

»(»— -I)(*— I 

2 

I - Il ■ I 

!• *f, 3« ;i. a. j. 4. 

(C£.«5F + ^G--H)j &c, &5. &c. 

Di 



Di qui si deduce una regola generale ^per dònc^* 
scere se in un^equazione si contengano radici i(tiq3a> 
ginarie•S^inal2i un binomio ad una potenza del me- 
aesimo grada, che F equazione proposta ;* i coef,^ 
ficienti dei suoi termini^' raddoppino ,. e $i divi*, 
da ciascuno di essicosi raddoppi^to.per se stesso pré- 
«o nella propria forma» e dip]|inuito<li utio ; quesjc^ 
frazioni si scrisrano rovesciate » e per ordine sòpr^ i 
termini delT equazione proposta^ .Sei] auadratodi 
ciascun coefBcieitte della proposta molciplicato neiU 
frazione sovrapposta , risulti maggiore del rctcan^ 
gelo dei coefSciebti dei detti termini pnjs,simameQte 
adiacenti, meno il rettangolo dei coefficienti dei due 
termini susseguenti ai liue prfmi, piti il rettango- 
lo dei coefficienti dei due termini prossimamente 
adiacenti &c^ &c. sotto un taì termine si scriva ^, 
altrimenti scrivasi -^ • Compitai' operazione, quan« 
tesi avranno variazioni di segno, tante si avraiino 
radici itrtmaginarie . Difetto ,noi abbiamo veduto ^ 
che se le radici sieno tutte reali , si dee aver ge- 
neralmente , detto K un coefficiente Qualunque » 

K* > J- ^' 3' 4»-"» moltiplicato nei retttiii- 

. <—«» I ■ > ■■ » ■ ■ ..MM 

I* 2« 3* * • ^ 

gol! divisati,Ma quante volte si ha un segno negativo 
dalla addotta operazione tante volte non ha luogo que- 
sta regola ; dunque &c. &c. • 

Si voglia sapere per esempio se 1' equazione : 

contenga radici immaginarie.! coefficienti di un bi- 
nomio inalzato alla potenza 7,*sono 7>2i>3J>3 501,7* 

Quin« 



Qiuodi i*eguiz40tie^an ie fraziooi sovrapp^te nrà 

J IO 17 17 IO 3 

7 ^^ 35 35 ti tf 

^i^$(^^j^K^^ 2^x^^i9x^ -f-iojr'— 2«jf 4-24=6 

+ - + + - - + + 

3 '" 
dove perchè 5'A"T< 15.1 si scrive -; perchè 15* X 
IO . 7 

*-> 23. 5 —18 sf pone -f- e co^^l iti seguito • 

I037« Questo mct4fdo pbe devesi a .C^qspbell , è 

più efiatco di <]U:eilo di ^^rvtpp vche si puà vcdttc 
nel fin^ della di lui Arii^mecica Universale . Non'»* 
dimeoo però neppi^ir' questo è generale ^ poiché noa 
ha luogo generalmeote., altrq che nel caso ia cut 
JDcNca re^rsceoasa di radici immaginarie.; mentre t 
allorché non indica yeru^aa radice iatataginaria 9 può 
avvenir che Tequasioiie ne contenga più d^ una» 
Né di questo è diffiiiile a comprendeMi la ragione • 
Difatto si'è veJuto'che quandi le radici sono cut- 
tp reali» i divisati rapporti debbon dare i $egni tut- 
ti-positivi; ma non si è provato che debita questo 
avvenir esclusivamente dal caso , in cut si * abbiano 
4ell,e radici immaginarie . - ! 

Mtt. a.** Si pónga x'=y • Fatta la iostituzionc , 
siccome nei termini afleKi dalle poterne impari di 
X vi dee rimaner jr j si pongano tutti questi ter- 
mini eguali a"\£r, e gli altri, che sodo affetti dal- 
le potenze d> si facciano eguali a P. Conquesto 
^equa^ione diverrà della forma P-f <^-^ • ^^*'^* 
fi moltiplichi per x, onde si abbia Tx-|-^*i=Pjr 

Hh«^^^» e si dedurrà xt:^-^. Questo valore- 

SI 
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91 ponga per x Bell' equazione P-^^x:=: e ; la risul- 
tante P*— ^'j)r=o sarà l'equazione trasformata in^ . 
Quante consecuzioni avrà , tante saranno le radici 
negative, e perciò altrettante saranno le coppie di 
radici immaginarie della proposta. 

lojS. i'ro^/. ■ Determinar le somme di tutte le 
|K>tenzé, a cui possono elevarsi le radici reali di un* 
equazione ,' prese separatamente . 

Solaz. Sia l'equazione *"— /'*''""'-|-f;ir™"»&c. =o, 

di cui le radici Steno a , b , e &c. Si ponga x=:~^, e 

1 p q r 

V equazione di verrà ^— s^^-— — — 

-|^&c.=:o, e moltiplicando per y^ , i^y-^qy* 
— ry* &c.=òs(i — ayXi — cy)(i — ey)&c, e pres* i 
logarimmi lqg.{i—fy^^*—ry8t.c.)=lc^.(i — ay) 
4-/0^.(1— A)r)-f./fl|g.;(i—cy) &c. Quindi 

+j(—p+iy'-fy' &c. )' &c.=—;y(j-|-6-f f &c.) 

— 7(«*+^'+f' ficco- — <<a»-f *»+c»ec.)ec. , o sia 
pi^qy'+rf '&c.\ /{a-\-b^c Scc.)y=uAy 
py py III I 

&c./ \&c. 

Paragonati adesso i termini omologf ti trova 

I py . 

Jy= py, onde Azzpy -By* =-— - — 'ay» , o sia 
TomML B * a ^x/ 
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B^p^^iq , ^Cy'=— — "T^+ ry^ > e però 

C=:p^^^lpq^3r^ &c. &c. 

1038. Ma cerchiamo di trovare direttameate una 
forinola generale. 

Sia l'equazione generale o=:a^ifx-^c»^^x^8cc^.{P) 
di cui le radici sieno /p,y,r &:. Si avrà a^b'x-\-cx^ ec*^ 

a \^-y)y-j)\'-7) &c.(pei|hé^=/^?rec.) 

i. a ) - '^^* V "7/ 

^log. y-j) + &c =:^jr4.5^*+C^^4- &c, do- 



l 



ve (434) '^=74--+7&C. S=! IT'+IJ 

I II II 

I 

-j- m &c. ; e non resta che trovar M. Riducasi 

1- 7;t — y ^H' V-7/ 

(— rjf*-{-rf*?J ec. % 
* V'7) f 

&c. =:A', di maniera che si abbia 
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re rcquaztoni date ad una sola , che contenga una 
sola incognita • La seconda è di trovare il valore 
di tutte le altre incognite per mezzo. del valore di 
quella» che si suppone trovata per mezzo del ,'opei- 
xazione antecedente . Il Metodo , che sodisfa al prì- 
^o di questi problemi è ciò ; che dicesi Elimina- 
aione . Il secondo appartiene all'Analisi . 

Met. !• Il Metodo , che passiamo ad esporre con- 
.; sistc in questo , che ciascuna d^llc due equazioni 
date , e lo stesso vale qualora sieno più , si moltipli- 
chi per un fattore opportuno , onde si posia fac 
la sottrazione di una dall'altra, e cosi successiva- 
mente, finchè-sfa^f eliminata una dell' incognite. 
Venghiamo ^lla pratica , e sia 

1041. TrobU Date due equazioni di primo gra- 
do , ed altrettante incognite} trovare tante equazio- 
ni ad un'incognita sola , quante sono le incognite 
proposte. 

Soluzione . Supponghiamo sade prime , che due 
sieno l'equa^tioni date,a^-f"^j^+^ s^o^a^x^b^y-^c^^o 
Si moltiplichi la prima pera», e la seconda per 4; 
fatta la sottrazione , si ha 4*^-— /«^[y-j-^'c'— 4C* so^ 
equazione richiesta • .Se l'equazioni sieno tre 
ax-^h -{'Cz^dziq , a^x + b[y -j- ^ '« + ^ -o, 
gi!!^-|-^»'^-|.fi»2-|,rf»'-^^ jj moltiplichi la prima per 
4', e la seconda per 4: fatta la sottrazione si ha 
una risultante in cui manca la^. Si moUjplichi la 
seconda pera''; e la, terza per 4* , e fattala sot^ 
trazione, si avrà una risultante in cut manchete 
parimente (a ^ , e con questo é ridotta T elimina^ 
2iooe al caso precedente. In una maniera simile 
li opererebbe se l'equazioni date fbs^ro^i mag- 
gior numero • ;Ecco una regola ge^rale.» per 
cui si otiicae rintcnsjtocon maggior s^iQpIicità. 

C Si 



Si moltipliclii ciascuna dell'equazioni date per 
il prodotto di tutti ì coefficienti di un*incognita , ec^ 
cettuato quello , che ha la stessa incognita nell'equa- 
zione, che si moltìplica attualmente . Si sottragga 
quindi un* equazione dall' altra finché si abbiano 
n— fi residui , vale a dire n — i equazioni ^enza 
un'incognita. Si ripeta l'operazione stessa, , e sraiv 
l'ìverà ad una sola equazione aifetta da una sola in- 
cognita . • 

iQ^i. Scoi' L'eliminazione dell'incognite dall' 
'equazioni lineari si può eseguire con due altri Me- 
todi f e sono 

Met.i.^ Si prenda il valore di una medesima 
incognita da ciascuna delPequazioni Hate , riguar- 
dando come cognito tutto il resto, e quindi si formi- 
Bo per mezzo di queste» espressioni diverse,» — r 
equazioni. Siccome queste risultano alfette da un* 
incognita di meno, cosi ripetendo Toperazione si 
ottiene un numero di equazioni minore di qn'uni- 
là, e con un'incognita di meno ; e questo succe- 
de finché si arrivi ad un'equazione con una sola 



incognita , 



Met» z.^ Si prenda il valore di un'incognita da 
una delle n equazioni date , e questo si costituisca 
nell'altre equazioni ; si avranno cosi «— j equazio- 
ni con «-—I incognite , e ripetendo l'operazione 
si giungerà ad un'equazione con un' incognita sola • 

1Ò4J. Scoi. 2. -Avendo dedotta un'equazione con 
una sola incognita. , si ha di essa il valore per 
mezzo dell'Analisi . Affinché si possa egualmente 
ottenére f! valore delle altre, non si ha che da so- 
stituire ^f- valore deirinc?ognita,trovata per mezzo 
deirultiiiià equazione» nelle due equazioni prece 

denti- 



denti a due lacognite , e trovato cosi per mezzo 
dell'analisi il valore di una seconda incognita , so- 
stituire i va/ori di tali incognite nelle tre prece- 
denti equazioni a tre incognite , e cosi in seguito: 
questo vale generalmente , qualunque sia l'ordì*. 
ne delTequazioni proposte. 

Di tutto questo ne daremo degli cserapj, dove 
tratteremo della soluzione dcirequazioni. 

1044. Trobl. 2. Date due equazioni di secondo' 
gradoadue XTicozmtafJ^bx^^czzo, 4»:r'-f è'^'-f e» 
=0, dedurne un'equazione con un'incognita sola. 

Soluzione . Si moltiplichi la prima per ^' , e la 
seconda per a , e fatta la sottrazione, si avrà un'equa- 
zione in .cui la ^ non avrà potenza maggiore della 
primate sirà per esempio {i)^.{a'b^ab^)x-^a^C'—ac'=a 
Ottenuta questa si moltiplichi la prima equazio- 
ne per a^x^b\t la seconda per ax-\^bis\ sot- 
tragga una dall'altra, e si avrà ...;......., 

(2)....(rtV— ^c')À:+*V— éc'=o , altra equazione '7Ì- 
neare in x . Dz questa 3Ì prenda il valor di x , 




equazf 
alla forma ^*4.4»-f*=o, ^^4-4'A?-f^'-o'r Dalk 
seconda si tolga la prima,e si avrà (^ ' — a^x-^-V b-Q 

e perciò x+J^Z^a^^ 5 si ponga^^^^m , e sì molti- 
plichi rcquazione AT-f «y=o per a? , e la. risultante 
x^-^mx-o si sottragga dalla prima . Ne proviene 

B 
(^^w)^4-A=ó, sia ^-f.^^-^ r o . Questa si sot- 

tragga daircquazioje ,r+w;=o , e si avrà finalmw- 



te 



h 

tew — I r-^> equazióne richiesta, che rcsti- 

tuito il valore di ni diviene delia forma •••••«•••m 

r 



(i— 3'X^'-^4'— i+A')— iC^— fl*)'^©, formola gè- 
serale priva deir incognita at, di cui si può far 
uto nella pràtica • 

1045. Trobl. 3. Date due equazioni di tèrzo 
grado a due incognite ax^ -j- bx^ -^ cx-^ d zz o 
a^x^-j-b^x^^c^x-^^^so , dedirnc un'equazione con 
un^incognita sola • 

Soluzione . Dalla prima equazione moltiplicata 
per a' si sottragga la seconda moltiplicata per a > 
e sì zvTÌ(iUa^b--ab')x^j-ia'c—ac^^x-\-a'd—ad'=:o 

In appresso si moltiplichi la prima per a^x-\~b\ 
e dal prodotto si sottragga la seconda moltiplica- 
ta per ax-^bj e si avrà .«.(a) ••• 

(a^c^ac')x^^(a'd^ad' -f b'c—bc^)x+b'd—bd'=:o 

Finalmente dalla prima moltiplicata per •• 

a^x^-{-b^x-j^c^ si sottragga la seconda moltiplicata 

])er dX^-^bx-^^c y e ne verri ..- (3) •.... ••• 

(a^d — ad') x^ + (^d — bf) AT -f ry — cd^ =0 . 

Per mezzo deirequazioni (i), (2), (3) si elimini 
(aU—^ch a^d—ad^ 

X' , ed X còme segue, x'^ ^,^_^^, x + ^.^^^^, 

^ 4'it-ad'''+ ii'rf^^if • ^'"i^' " dcduce^s 
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Questi valori sosticuid ncirequa2ÌaQe(a)cidan« 
no Tequazione ..•««• •^•••« *•» 

(K) . Sia adesco . 

1045. 'Probi. Dato uo. numero n di equazioni 
affette da n incognite , è di un ordine qualunque» 
dedurre un'equaxiooe finale. 3l£eC{& dft una solftiAr 
cognita • 

Soluzione « Si ^élg^ifo' due. q4»alii.n^e delle pror 
poste equazioni § e sf riguardtao come a^tte da 
^6 sole incognite. Daxlue di queste col o^etodo ado* 
perato nei Problemi i»^> 2.*^, e j.^ , e che aj è ve^^ 
dato per induzione esser generale , si deduca un* 
equazione che coiitiBJiga una sola di uLi incognite* 
Si scelgano iti simi( gailsa deirabcre coppie <dieqi»p 
ziont fino al numero di n-^i 9 ed ossenrainio ii 
riguardarle toue come composte deik due, mede* 
sime incognite , si proceda ad eKminare al sediti» 
k stessia rncognìca > ohe si eliminò dal^ primi 
coppia. E'Hnan^ìfesio diesi debboo otceneoe in quei? 
ata guisa i»~i equaziom dotate di n«^i incigni* 
le. Si prosegua ad opeMEiesa*<iaestcUel moda stes- 
so, eoo cai si operà suMe prime 9 ^ r perendo Pope- 
razione (91—- 1} volte , si giungerà finalmente ad un* 
equazione finale dotata di una sola incognita. B*- 
%cile a VQdersi ^ che sf in quat^hedmia 46U*equa* 

C I aio- 
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2Ìoni date mancasse una, o più fnéogntte 9 ciò 
DOD impedirebbe puntò la soluzione divisata . 

1047. Una sola difficoltà si può presentare nell* 
oso di questo Metodo, ed è, che una deirequa- 
zionri date » sia , per rapporto ad una delTincogni* 
tic', di un grado piti elevato dell' altra • Si debb;i' 
per esempio , eliminar x dalle due equazioni 
ux'^^bx^Mcx^^dx4-ez:o , a'a^-^b'x'-^^c'x^d^^o^ 

b'x^^c^x-^d] 
Dalla seconda si deduca a?^ =:— — : r* 

Si moltiplichi ciascun membro per'of, e si avrà 

x^zi — ; : questo valore si sosli- 

tuisca nella prima , ed essa diverrà del grado del- 
la seconda, cioè 
{ab^.^^'b)x^'-^(a€^'-'aU)x^'^(ad''^a^d)x^a^e'sX). 

1048, Con questo rihiane esposto completa- 
mente un Metodo assai elegante per elimfnar le 
incognite da qualunque numero di equazioni • Si 
conosce però facilmente, che esso benché getterà* 
le, ha due difetti notabili , e sono i.^^che esso pro- 
cede per induzione. 2*^ che non somminist^a ve?- 
runa formola generale • E'per questo che passia- 
mo ad esporne un'altro il quale sia diretto , esom^ 
ministri delle formolé generali • 

' Metodo //• -Siccohie («. 104^.) rcliraiaaaione: di 
ff— «I incognite da .un numero. » di equazioni, si 
riduce ali-eIiminà2Ìone successiva di un' incognita 
da due equazioni a due incognite , proponiamoci 
di eliminare un'incognita da una di due equazior 
Ili datej che sieno di un ordige qualunque • < 
I. Sienodate l'equazionijr™ 4-i?>«"f''-f-^jr™*f&c.4-J!; 

^0 ^^)i ;r°4'fJ^-"'4-?^^""'+^&c.-f iC'so .U) 

Si 
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Sì sa,. pl)e riguardando x neIPcquaziof)fr(c>^) co.' 

me la sola incognita., essa dee avere m valori e« 
spressi perjf, e costanti; e sì sa inoltre che re- 
coazioni •(v/f),^. (5) dcbbon aver luogo nel tempo 
stesso , perchè ii suppongono appartenenti al me- 
desimo problenia; dunque si può inferire primie- 
«mente , che dicendo 4 , A , e , d &c» i yaJori di 
jc neirequazione. (uf) una almeno deirequazioni ..m* 
.' gi'^4.;»U'^^'-f ^'4^-« &c. =0 . , 

.(it).v.... A"+^'^""^+?^A""' &c. =0 . ; " 

de^b'ayer luogo. Riflettendo poi\si :Vj;de.-> cho 
iionsj ha ragione alcuna di credere u^Rapfuttosto. 
che un'altra di tali radici, capace di soddisfare ali 
intento ; perciò convien cercare un'équa2ione la 
quale comprenda tutte Tequazioni (^, eche noni 
possa sussistere, senza che una dcll'equ^ioqii (K^ 
sussista: essa per conseguenza dev'esser ^eguale al 
prodotto di tutte requazi6ni(l[) insieme-. . Tfovaia 
una tarequa^iqne , si ha l'equazióne elim mata che 
si^ cercava • Il metodo con cui si dee p^ro^^dere pec 
troxark è jL seguente . , : ^, . - 

II. Neirequa2Ìone(.><)si ponga per xy^ y t l'equa* 

zione (B) si divida per la più gran poteoza di X'f 
onde si riducano alfa ftf ma . 
I -^'px + qx* + rx^ -f- sx"^ &c.so ...••.•,.,•••.(¥); 
• p* q' Wt - - .. . . ' f 

I -f l^+p-^-s 8cc. ao ^...., (2), Si avrà 

tbn' questo ( vel. ti. io j8) 1 4. /u? -^- '^^^^rx^SccM 
?: ( I 7- tfor) ( I — ix ) ( I — f^ ) &c. X ond^ sia 
kg^U+px^qx*^c.)=: log. (I— 4Ar^^.hJ^;(i;_i.r) 
rh^^^' i'i'— ex) SiQ.^ e sciogliendo, ih 'sefif ì lo- 
... C4 - ga- 



garimmf ne provieoe ..m»»»»-»..;;*..;.:.!..*.....!.»»» 
x(p-\-qx-^rx'8ca.) \ /^x(.a-{.b-\-c-\'d8Lc.) 
X* II** 



\ f^x(.a-\-b-\'C-\'dl. 

)■(-= 



2 
X^ ' \' / X^ 



&c. Ac. / V &c. &c. 

Suppongasi (p^q-x^rx* &c.)'=^'4-'8'*-H'''«'*&c. 
(/,4^»4^r;r» &c.)»=/^"+5"x+C"4f&c. 

&C. &C. ss &C. &C. 

f coefflcierttì'v4> , 5' , e' &c. ^" ,B" , C'f &c. &c; 
^i^sendo fgcìTi a trovarsi, o per mezzo dèlia forma- 
zione deftè potenze, o per altri metodi che abbia- 
filo esposti . Sostituiscan si questi valori , e si fac- 
cia per .maggior semplicità 

à-\-b-}- e -It- rf 5kc. - — P , 
^ 4»-f A*-j-c*4^» &c. £ — a ^ 

&c.' = &c. e si avA 

+T— ~7- ) ** &c. = •Px^^*+A>'\ + 5*^ &c. 
di dove» a motivo che i due membri debbon esser 

identici , si raccoglie Ti:p , £.= ? — Ti 

fiotto, fe^'aziofìf (^ sono in questo caso ;•••••••• 

i-\-p'a'jrÌày^f^a^ &c. =0 , i+/>'A+y'A'-f-r'A^&c* 
^d &c. Il loro prodotto dicasi itf^ oode 11 abbia 

Afa 



(i4^>c4-4'«* &c) &c. 1 

Tutta la. difficoltà si ridtij:e a trovar M senza 
conoscer le radici 4 , i» foce. . -. 

III. A ^quest'effetto si prendano i iogarimmi , e si 
avrà %. M = log, (i -\r p* a -f" ? <»* ^c* ) '+ 
/«|g.(i+/>'A-|-^'A* &c.) +/<ilg.(i4-/>V-f &c.)&c. &c. 

ma /og.Ci-f-^'«+?*«*^C') = ^ (p'4-^«4-r'** *'^» ) 
«* «* . i 

— &c. &c»punque se si suppone che a\ b\ f'&d 
«" » i" » f'' «e, &c. sieno funzioni di /)' » o' » r'Stc. 
come le quantità ^^ Et^\ C Ac^y^S^", C''8tc.&<f, 
lo sono à\pi o, r &c. si avrà 



a* ■ • ' 



a.» 



&c. 

.'■■; ' a^ 
e Scendo i*r abbreviare «s^' > /J^^'— "T ; > a 

fe' "«>• . c^ *>< . >> : • 

avrà7«|f*^^/>'*4^»ii*&c.)=5*H^/?«'4-^«H'''**^**' 
Nel modo sctssa (f trovcri ... 

/<>i:.(i-f>^r-ff •f«&c.)=4 f+/j<*4>c*+/f* &c. 

Sùfiicccia la somma di tatti quésti Ipgarimnitf 
e si ponganno per «-f-i-f-c &c , «*4-A'4-f *&c.» 
«J-^é'4-<* ^, le <iiMoticà *-*., «-aa» *^|^ &«• 

SI 



^.^'^ '■■^, 




^v,,^ t?ì^cv>^c ^::ìO. TfUtìOttQ di 



"v N^ 



.-v.x- 



ì^eceui* ne IT 



Cv< w -^.^ 
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-égùaltncDte per rfgaardd.a'^ué&t' equazrone, che 

icocfScicotì pS?* > r\ &c. non possono forniaré 
insieme un prodotto , che superi la potenza » • 
Ora cangiando pi .q > r &Cé h,p\ , ^' * y*' &c. non 

^ì fe che nìutare P*^, I{ &c. in le. fi ^ y. &c- e vice- 
versa come si vede dallI*espressionJ di tali . quantità • 
Dunque poiché sia ha as«T>--f-2^^4'3>^"T}-4<^^ &9*, 
ne segue, che T equazion finale, di cui si tratta^ 
tiebba esser esattamente la medesima ^ che Tequa- 

-zione Mso , e*perciò si può concludere , c;he,Jct- 
ta equazione JUa^^ , non dee .coi^tenere, alcuu. ter- 
mine nel quale le quantità/)* j q\ r^ ^c« formioa 
dei prodotti di una dimVnzione>iiy ^ 

V. Ecco pertanto a che ^ si'' riduca ^ respo$to 

* Metodo di eliminare un* incognita da due equazioi)! 
date , delie qaali una sia del gr^da m » e T altra del 

•grado Hf Si riducano P equazfani allaffornia cleir 
equazioni (T) , (Z) ; quindi.si passi a dererminar le 
funzioni c^»',J5', C» &c /f" ; B^ , C'^ &c. cotiie 
pure le funzioni a^ y \b^ > . ^* Scc. a" . i'* ,' r'/ &é; 
queste|si sostituiscano néll" esppessioi)e..dr v che 

. si ha come se^ue.%....; ; •%•! ••••.•••.••.••• 

&c. &c* 

[' ' ^ , - -V- ^ •• ^f" *^.. 

5i formi* quifidi . r equazione i-^-f- — — "^-f" &C» 
avvertendo jdijrigfttSkr^ i^Mtti i termini > nei quali 
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f^q'% r&c. ^* , ^'V r' Sci. formiwr dtf prodot- 
ti 9 die superano il grado delf altra equazione; 
e si avrà in quesAt f>uisa- Tequazione » che risulta 
dair elimitiazione dell' incògnita or . 

V r. Prima di lasciar però quesGo otetodo , 
merita particolire osservazione un compendio di cui si 
può far uso. con vantaggio nella pratica. Esso 
consiste nel deterttv^are immcJfatatnente Je funzioni 
**> SL» I^Slc.mj fij 7f&c. senza calcolar lefuo- 
aiotii J^ , B^ f , &c. ^'' , B'^ ; C» &c; perca, 
ài'^ottenerc eoa maggior prontezza V espressione di 
^ dair equarione^ it =plP'\^%^X +3^ ^+4^^ &»• 

^A quest' effetto , siccome si ha..(». II.) •• 

/tg, (iJ^pm^HX^ &c. ) = P3tf-f ^«+^A?^ &c. dif. 
fcrenziando per rapporto ad Xj si dedurrà 

— - 7 ■ / . T — ^= P+2^+3l^:r* &c. Si mol- 

.liplichi in croce, è :si faccia il paragone dei ter- 
mini , e SP avrà T ^^zfiy i ^ + p'Pzz%q\ 

.3l(4r^/>S.-H» == ir y4^ìp^'V^q^^rP=: ^ Set. 

di dove si deduce- T^:;^ P> i^= I ••••••• •' 

Jt= — ^ — ■;^=— — 1^ - 

Avendo cos^ deti^rminate le funzioni ^ » ^» /l *5* 
per p,^, r &c. si cajige ranno <Miest' ultime in 
p^ > ?'^r'&c. > e 8Ì\avrawio^ i valori debile fun- 
zioni ei3,3,yy&c. Esempio • Si tdebba elimiiiar x dalle 

d(|e equazioni i+^^4"j**=J o » i-j-~-|-^ ::zo^ Fa* 

cendofl quadrato di ^-f-9^ » ^^ trova, A^;=^p^ t 
ff^toiff^ e e' rr 9^1 e «el muda stesso si trova 



a'-^ 



PP 
/5?'+^?? W?'~'9/'**+'' — • Qi?^*"^^ tnscuran- 

do i termini nei quali p» ? ; pV> e 9' formano 
dei prodotti più elevati della seconda dimensionfc 
$\ ha ^è:/>y +4/^^p'?'»+4?*f '*5'^^=: o-'»-^;=<?&c* 
Sostituendo questi valori si ha rcquazione richiesta 

i~^+7+— :&c. ^o^i^p'^sq^j'+pW+P^'l 

+qW'-PìPW 
1049. Teof. Proposte due equazioni , delle qua- 
li 'una sia del grado w , e T altra del grado « , 
supposto per esempio che sia »>w,r equazione risul- 
tante dall* ijiiminazione , non può esser drun 
grado <» i tìè > nm . 

Dimostrazione. Qualunque sia il metodo , col qua;, 
le si perviene all'equazione eliminata, è fuor di 
dubbio (Met, li.) che esso d^e supporre almeno 
implicìtaménte,che sussista una dell* equazioni (K); 
ma non v' è ragione possibile , onde preferirne 
una piuttosto , che un'altra ; dunque il Metodo 
qualunque sia,dec supporre implicitamente che tut- 
te sussistano ; perciò T equazione finale dee risul- 
tare, o della, forma M zzo precisamente, o risul- 
tando di forma diversa , dev* essere di un grado 
.più elevato, e» contenere dentro di se Pcquazio- 
] ne M zzo. Ora questo sarebbe un difetto del me- 
todo, perchè si è veduto (Mct. IK) che l'equa- 

Ito- 
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2Ìoae eliminata Hsulca Af=r o ; ne regue dunque 
che la natura stessa dell* Eliminazione condu- 
ca all' equazione Af rrj . In altro modo : V equa- 
zioni (K) non son altro , che tanti risultati parzia^ 
li delPEliminazione di or, e ciascuna tifi esse som- 
ministra per jf dei valori, che sodisfanno ad am- 
bedue r equazioni (/^) , (B); ma Tcquazion elimi- 
nata dee somministrare tutti i valori d'j'che pos- 
sono sodisfare all'equazioni (/^, (B) ; dùnqu'cssa 
dee comprendere tutte le radici dell' equazioni (£), 
e perciò dcv' es^er eguale al prodotto di tutte le 
suddette equazioni ; dunque la nostra equazione 
Afr^o nasce dalla natura stessa dell* Eliminazione* 
Ciò posto io ragiono in questa maniera . 

Nel prodotto dell'equazioni A^nt^n vi può aver 
parte alèùn prodotto dei coefficienti /^^ , q^ ,r'j&c. 
li quale formi una dimensione > i» (num. IV. )• 
Ma la maggior potenza d* y (supposto che y sia 
la seconda incognita ) che può entrare nei coeffi- 
cienti suddetti è y^, anzi questo può solo avve- 
nire nell' omogeneo di comparazione V ; dùnque 
la massima potenza d'j^,che può esser prodotta 
dalla 'mjltipircazione dell' equazioni (X) , è y^^ . 
Coir ispesso raziocinio si vede che laT minima po- 
tenza d'y che può aver parte nei coefficienti ...-- 
•f ' » ?* > *■' ^^* ^ '^ prima ; perciò si conclude , che 
.la minima potenza , che può risultare nel prodot- 
to dell' equazioni (K) è y^ . Dunqne rimane dimo- 
strata la verirà del Teor. proposto, relativamente ad 
ambedue le parti. E' questo un Teorema che di- 
cesi dimostrato da .Mac-Laurin ; ma la dimostrà- 
zicne ron fu dà esso pubblicata: M. Cramer ne dic- 
ale il primo dopo Msc-Laurin una djraostfazione 
kduttiva^ e complicata eccessivamente. 

AG- 
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C A P I T O L O III. 

. Della Trasformazione delP equazioni ^ 

1050. Avendo ridotto un problema medfante 
rElimioazione, -a non dipender più che dalla so- 
luzione di un numero determinato di equazioni ad 
un*incognita sola, conviene alle volte proceder più 
oltrd, e ridurre Inequazioni trovate ad un'altra for- 
ma;^ questo avviene ogni voltaiche non sieno 
esse sotto la propria forma » suscettibili dei Me- 
todi dell'Analisi . 

1051. Trasformare un'equazione, significa mu- 
tarla inf un'altra, di cui le radici abbiano un deter- 
minato rapporto a quelle, dell'equazione proposta • 

Questa specie di operazione è di un uso molto 
esteso in tutta l'Analisi . 

1062. VrobL Accrescere, diminuire di una 
data quantità le radici di un'equazione qualun- 
que • 

Soluzione. Sia l'equazione generale ..• -• . 

•**''+/'*°"'+?*""' &c. +«=0. Facciasi :r-(-tf=yj o sia 
x^y'-^o: essendo a positiva , o negativa , seèondo 
che le radici voglionsi accrescere ò diminuire : ef- 
fettuata la sostituzione si avrà 

i»(w- 1 ) m(m — ì)(m — 2) 

f^j^my'^'^a^—r — y^^^^a'^ -: y'^^^a^SiC. 

* .5 ^* 3 

(w — i)(w — a) 

.+/Jy™"''+(w^o/y"'"'^+ .py'^'^a^ &c. 

a 

+ ®'™^'+ (W— 2)^Jf"^"^4 &C* 

^ Se diasi ad'w un qualunque va[ore determinato, 

si vedrà che rultimo termine non è altro , cHe 

i Tequa- 
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Tequazìone proposta « in cqi a sta in Ijiogo di x • 

Che il coefficiente del fermine che segue , non 
è altro che io stesso ultimo termine^ di cui cia- 
scun termine sia moltiplicato per il suo esponente, 
€ sia diviso per a . Che il coef^ciente del termi- 
ne appresso, eguaglia i\ ter miafi .precedente, di 
xui ciascun termine sia moltiplicato per il suo r» 
8ponen(e , e sia diviso per la , e cosi in seguito , 
cosicché l'ultimo coefficiente , cioè ilcoefSciente di 
y^ 9 risulti eguale al coefficiente del termine cbe 
lo precede , di<:ui ciascun termine sìa moltipllca- 
to per il suo esponente, e sia divi;so per ma . 

1053. Affinchè si concepisca .meglio il ftn qui.dctto, 
espongo la trasformata suddetta con ordine inverso 

f»(TO— i) 

.« 4. m^^'^y + a'^''y+ 8cc. 

(W-.l)(l»^2) 

/>a"^"'+(i»^i);4"*"^jf+ — pa'^'-y &c. 

(w.2)(w.3) 
^a"^-»^(w— 2)^a"^"^jf 4- ^ ^}4"*ty' &c. 

(w-?)(w-4) 
y4m-j^(^_j)y^m-4y^ ra^-y &c. 

&c. 

10J4. Di qui si vede , che il coefficiente di 

una qualunque potenza dell' incognita jp si deda- 

ce dal coefficiente della potenza jf * , con molti- 
plicare ciascun suo terpiinc per il suo espónen- 
te, e con dividerlo per ta • 

1055. Di qui si deduce ancora on Mefpdo mol- 
to espedito per trasformare un'equazione in un'al- 
tra 5 che abbia le radici maggiori minori di una 
<]uantità data. 'SI 
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Si debba per esempio trasformaf l' equazione 
x^-^ax^-\'hx-\-c=:o in un* altra , nella quale sieno 
J^ radici y=:x-\-m s scrivasi i» per or , e si avrà ..•• 
fn^^am^^-bm-^-c , che sarà rullimo termine della 
trasformata ; il coefficiente del penultimo termine 

sarà ~ z^^fn^-^iam-^b; il coelHciente 

deirantepenultimp sarà "~ — '^jw-j-^ 5 e il 

coefficiente del primo ~~-^ - 

Si moltiplichi ciascuno di questi coefficienti per 
l'opportuna potenza di y , e si avrà la risultante 

4" ^y^ -^lamy-^^am^ =0 
4- by ^-bm 

equazione che può servire a trasformare qualun- 
que equazione di 3;.° grado: basta sostituirvi sola- 
mente i valori di a^ b, r, 1». 

10^6. Dalla natura del problema esposto ne 
segue . 

I.® Che mentre sì accrescono le radici di un' 
equazione, le positive divengon maggiori, e mi- 
nori le negative , e viceversa » quandp si dirai- 
cuiscono . 

2.° Che accrescendo le radici di una quantità 
maggiore della massima radice negativa , tutte le 
radici divengono positive, e viceversa, se sì di- 
minuiscano di una quantità maggiore della massi- 
ma radice positiva . 

j,° Quindi se una trasformata risalti con i segni 
D tut- 



tutti alecmatìvi , mentre: fa principale avesse avu- 
to delle consecuzioni , è segno sicuro , che si so- 
no accresciute Je radici della proposta di una 
quantità maggiore della massima radice negativa, 
e viceversa , se i segni della trasformata risaltiao 
• tutti eguali &c. 

4.® E se la trasformata risulti di un grado infe* 
riore alla principale , certo è che si sono accre- 
sciute le radici di essa di una quantità eguale a 
tante sue radici negative, ò che si 'sono dimi- 
nuite le sue radici di una quantità eguale a tante 
sue radici positive, quante unità sono di meno nel 
grado dell'equazione . 

Ben si conosce poi , che qualora l'equazione 
principale non contenga radici eguali, la trasfor- 
mata non può risultare inferiore alla proposta, che 
di un sol grado. 

1057. VrobL Trasformare un' equazione in un' 
altra , di cui le radici sieno le diffL*renze di quel- 
le della proposta : 

SoÌHZ. I. Sia l'equazione generale jr"-}- y^^r"*"' 
'^-^x""* &c. n: ..(^) . Poiché « rappresenta qua- 
lunque radice dell' equazione (^) , sia a?' una qua- 
lunque di esse , e si avrà *'" f c^at'""' f 5a?»"'^ &c, 
— o,.(i5).Si ponga «' — x, cioè la differenza di 
una radice qualunque, da ciascun' altra, ^w , e 
sarà ^';=5 »-{-«: si sostituisca questo valore perx' 
nell'equazione (5) e si ordini la trasformata , che 
ne risulta, per rapporto ad « : ne pi^overrà •.....•.. 

n(n — i) «(»-!)(« — 2) ' 

* ' ' ^ &c. 



&c. &c. fiqo al termine i$^i sì vede pertanto che 

Ja trasformata dee essere della forma •. .., „,^ 

X-f Y»-hZ«^+£^«^+ &c. +i<" - o : ma X ^ o... 
per ipotesi ; dunque dividendo per u , la titasfor- 
roata diviene Y4«Z«-f &/i*-|. &c. 4-«""' = oC* (Q 
e questa à V equazione richiesta per la soluzione; 
del problema. 

II. Le radici fli, 0^ y &c. dell'equazione prp-^ 
posta {yi) essendo di numero n , danno «= ^-r^^ 

ss « — T' &c. =5 /^ — «:r ^ — y &c.r:: ^^&c. onde si 

raccoglie ^ che ciascuna classe di differenze, ne 
presenta un numero n— i , e che perciò la som- 
ma di tutte è «(« — I); quindi la trasformata es- 
ser dee di grado pari , ed s »(»— i) . Per ou 
tenere tutte le »(«— i) radici , converrebbe com- 
binare r equazione (C) coir equazione (u^) permez* 
zo deir eliminazione , onde avere un'equazione \vm 
solamente , e del grado »(« — i) . Siccome però 
quest'operazione sarebbe troppo complicata , pas- 
siamola cercare un metodo con cui ottener, lo 
stesso per via più semplice. 

III. Osservo primieramente che la trasformata do- 
vendo contenere le radici «t— )e,ie-fle&c.a«>'^— «&€• 
dee essermancante dei termini di sito pari poichècom- 

binando un numero pari di quantità come 

9»,^m,n, —»,/>, ^ p &c, si trova U 
sommario, la somma delle combinazioni a tre, 
a cinque &c. r: o : d' altronde la trasformata sud- 
detta dee esser del grado «(» — i ) . Dunque se 
pongasi »(» — <)=: 2w , r equazipn finale richie- 
sta dee risultare 
^2m_ 4«2ni-*^^,|m-^ _ cu^^'^J^ &c. tr •.. (Z?) f 

ponendo «*— <ì;, dee divenir, finalmente .; 

«"*-i av'^l ^ bv"^"^^ ra;'""^4.&c.t= :.. (£) 

D 2 equa- 
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equazione , df cui le radici essendo i quadrati .2 
(oe^ fif , (w-— yy &c. sono tutte rcalf , e positi- 
ve , e di cui la dimensione essendo suddupla di 
quella delT equazione (Q, dee contener le radici 
<^^ /?)*,(»•-- 5. j* &c, ma non le contrarie-., 
(fi -, 9r)* , (y -- 9r)* &c. , ò viceversa . Ed in effet- 
to se l'equazione (E) contenesse per es.® le due 
radici (t -. Uf , (fi^ tf)^ , l'equazione (D) non con- 
terebbe più due radici eguali di segno diverso 
:r — /:? , fi ^9 ma bensì quattro , perchè sarebbe 
l»r:!±:(»^^), ed u:=:^±: (fi^ tf) delle quali ... 
-f*(9r ^ jB) , e -. 0?^ ) «ono eguali , e del mede- 
simo segno , come pure ^ («■—/?) , -|- (;8 — t) .. 
«ono ambedue uguali , e di segno negativo • 

IV. Se si potessero adesso determinare i coef- 
ficienti a ^b 9 e &c. per i coefficienti dati .^>i9,C &c. 
si avrebbe senza più l'equazione cercata . Passia- 
mo a questa ricerca. 

Il cocfffciente a dee contener la somma di tut- 
ti i quadrati ( « — jS^' , («— 3- ) &c. &c. ma si sa che 
(« — p)^ 4-(« — 7)^-|-(/8 — yY &c , •....;.... 

c(H^t) (u^*+2^)— 2^ 71— i)=(w-iH*-2«5, perché 
a'^^^-jl^» &C.=:/^*— 25, ed a/^-^cty-{-IIy &C.=:B . 
Per ottener V espressione degli altri coefficienti con 
maggior facilità , pongasi 






.^^^fi^^y^J^Ì^ &c. 

5= &c. &c. 
Dalle cose dette al (». ioj8.) sarà com' emani - 
lesto P=/^, ^4^—23, 1^=.^^— j^fi^-jC; te 

Pod- 



Pongasi oltre di questo ^aà 

q=(x—fifrf;»— . )*-^(/3—y)^ &C. 

r =(«t-/e)*+{«-^)*+( •—>)*» &c. 

te &C. &C. . 
Siccome si vide essere (« — .ye)»-j_(«_-^)»_|_(/j;__^)» - 

si dedurrà/»=(a— .i),g^25. Passando a o si vedcche 
(«— ^/4-(«— 7)*-h(/?— ?)''&c. è = ..,. 

(„_,)(*4 -(-^4^^f4 J^*&c.)— 4(.*i^ -|-«»74-.3J3^&C.) 

=(«~i)c*''+)S^+7^&co-...J..:..!Z^....Z..:.......' 

4(*«i+«ry*-f^7»-f/?«i+^«*-f^;jJ&c.)4...:. 

6,«'^»+« VH-yS*>*&c.) Ma ,4_f.^4^^&c. rf , ..... 
»^'+«?''+^?''=(«+^+?' &c.) U'-\-/ì^ + &c. ) «. 
( «-f-l- .44.^4 &c.) = y/(_^ . Parimente .: .... 

.»^»4-*y-f ^V &c. = Y -.— 

*-" a . ^ ^^ J dunque ; 

2 

Proseguendo con lo stesso raziocinio si trovi 

r=(»— i)f— tf(pr— f>}. ij(^— .n— IO 

»P» * 

cioè si ha />=w^"-^ , perchè 2>* ar^-f- afi, 

^=)iJ-4P;^-J- -^,riducendo i'espressio- 

ijeantecèd., rs«r-'.^r-}-iy^5- &c., e gene* 

ralmente ?/»= » ^'* — • a (* P ( ^ '* ) + .« 

DJ 



Usò 

|z essendo un segno che esprime il numero ordi- 
nale della detta (p per rapporto alle antecedenti 
p9 qj r &c. cosicché «p^ per esempio esprime 5, 
^' esprime T , &c. &c. 

. V, Conosciuti i valori delle quantità^, q , f &c. 
si conoscono i Valori dei coefficienti n, bj e &c» 
jper mezzo delle formole 9 da cui si sono avuti P» 
^, l^&c. che sono 

e non si ha da far altro , che metter/», ^, r&c» 
in luogo di V9 ^9 ^ &c. ed tf , ^ , r &c, in luo- 

go di /^, *, C&c. Si ha infatti ^s/r ; fc ^j 

€=: " " ~ ; rf=: &C. &C. 

VI. Si può qui osservare , che l'equazione (D) 
rimane k stessa , ancorché le radici tutte dell* 
equazione C^, (B) si accrescano, o si diminui- 
scano di una medesima quantità; perchè (oc±:^)-* 
^jSstì\) := «— -JS &c. &c. 

Quindi -se T equazione proposta non sia priva 
del fecondo termine, si può essoeIiniinare,perciò che 
^remb ,' e dèdlirrc inseguito l'equazione (D)» de lU 
quale si troveranno i coefficienti con maggior feci- 
lità; perchè divenendo ./f=o e perciò fs^o^ Icfor-- 
mole^^addo'ite divengono 
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fc— ^JSr-4D &c. &c. &c, = &c* 

1058. 5fo/. Se i sjpgni dell'equazione (£) fossero 
tutti i medesimi, siccome le sue radici sonoi quadrati 
delie differenze* — 0y «— > , /T— >' &c. ciò sareb- 
be un segno sicuro , che le radici detrcquazione 
(D) sieno tutte immagiaarie ( Ved. »• 1037. 
Met.ll.y • • ; 

J059. TrohL Moltiplicare, e dividere le radici 
di un' equazione per una data quantità . 

Soluzione^, SiaJ'cquaziòne;c"-f"*^jt'°'"'+*jr°"'* &c* 
so , ^ le sue radici si debbano mcltipiicar per q. 

Pongasi qxzy o sia ^'=Tt e fatta la sostituzione si avrà 

eqoazioiie richiesta • Vol^n^o divider le radici pet 

i 
q^sì ponga $=:~ 9 e si avrà la trasformata 

Df qui si deduce rt Teorema che segue 
lotfo. Teor» Se si moltiplichi, o si divida or- 
dinatamente ciascun termine Ai un'equazione, per . 
una serie qualunque i , i» , 1»^ , m^ .•.. w" , le ra- 
diéi della risultante equiVaFgono a quelle dtila pro- 
posta moltiplicate » "ò divìse per m • 

D 4 to^i. 



lotfi. Scoh E'chfaro che aopo la trasformazio- 
ne divisata, per ottener le radici deirequazione 
proposta . convien trovar quelle d<;l l'equazione 
trasformata, e dividere , ò moltiplicare ciascuna 
di esse per il secondo tèrmine iw della serie, per 
cui furono moltiplicate ò divise nella trasformazio- 
ne le radici delia proposta • 

iotf2. Molti sono gli usi delle trasformazioni, 
che sì ottengono mediante il Probi, precedente . Ser- 
von' esse : , 

i.^ Per liberare un'equazione dai radicali, qua- 
lora sien' omogenei , e situati alternativamente* 

Così l'cquaziono- . _^ 2J7x^.isx4.py/T^..C4) 

sifiduceallequa- ; >— • 

zione(^)nellaqua-i ^ - ^ \/a , a , a\/ ii , . . 

le j^ = :r y/T y^ -|- zay^ — lyy ^ 9i^=xi..(B) 
2.° Per cangiare un^equazione in un'altra , in 
cui il coefficiente di un determinato termine sia 
minore ,* o maggiore di quello, che avcvasi nella 
proposta . Sia l'equazione x^ — 40^:*-!- 48^ — 100=0 , 
e .si voglia cangiare in un'altra , nella quale il 
coefBciente del secondo termine sìa <4o. 
Si divTd:i ordinatamente l'equazione data perla serie 
I ,41 1^ > ^4 f e si avrà 1' equazione richiesta 

x^ — 4c;r*-f-48— t ooro 



(C) , nella quale^y^ — 

T 
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3.® Per liberare il primo termine di un* equa? 
zione dal coefiGciente 9 il che è sempre necessario, 

sen- 



senza iatrodur frazioni sei suoi termini » sia l'equa* 
zione 7*^ — a** — 5x^^=o ; 
»» 7» 4P. 343 

Moltiplicandola per la serie i ,7 , 4P , '345 &g, 
si ta l'equazione cercata (Z?), che essendo divisa 
per 7 si riduce adjy^— ay*— 35y-=|-x-47iro . 

4.*^ Se venga data un' equazione , in cui vi 
sFeno dei coefficienti decimali , si può trasformare 
in un'altra in cui i coefficienti sien- numeri itt^ 
teri. Per qttener questo , basta moltiplicar V in- 
cognita per r unità , seguita da un'opportuno nu<* 

mero di zeri. Sia l'equazione 

^+y» 74J ^^ + ^» 7847^ + P- 74285:0 si 

y 

ponga X =: — — i e fatta la sostituzione si avr^ ..•••• 
^ ° 1000 

y+5745jy*-j-(f 784700^4-5^74280000-0 % 

5-*^ Avendosi un'equazione , in cui vi sicno 

de' termini fratti, si posson toglier ìc frazioni, 

con moltiplicare ordiimtamente l'equazione per una 

serie , che abbia per secondo termine il prodotto» 

di tutti i denpminatori , ovvero un ^^oro divisor 

comune» Ecco un esempio ••••••• .ji*«i» ••••••.*••••••#€• 

p X ^ qx r ^ 



y^—bcpy^-\-a*bc^qy^a^b^c^r:*Q , dove yss abcx . Se* 

si abbiano dei termini interi sì riguacderanoo co-r 

me divisi per l' uniti . • ; 

Alle volte però giova prender per secando termine 



^54 

della serie un divisor comune a ciascun deaonti* 

2 8i 

natorc. Esempio : Jf'+JK-f-'T* — — =o 

In questa maniera si ottiene una trasformata piti. 
semplice . Di qui si può dedurre un altro me- 
todo per liberare dal coefficiente il primo termi- 
ne di do* equazione , e questo consiste nel divi- 
dere per esso tutta Tequazione » e toglier poi le 
feasiotii comt sopra» 

lotfj. TrobU Data un^ equazione affetta in qua- 
lunque maniera da radicali ,. trasforma^ria in uà* 
altra i di cui termini sieno razionali • 

Solttz. Un'equazione in cui abl>iano parte dei. 
radicali , si può liberare dairirrazronalità con la 
formazione delle opportune potenze , come avemm*" 
occasione di vederne qualche esempio . Qjesto 
metodo però non riesce che in soli quutro casi , 
e sono i.^ Che l'equazione sia composta di ^due 
soli termini radicali , senza verun altro termine, 

»y m 

come a\/r±:b\/y=o.. 2.^ Che contenga due ter- 
mini radicali, insieme con dei termini razionali, 
ma uno dei radicali sia qui^dratico . j.^-Cbe ^b-- 
bia tre termini radicali qu^dra^ici ,* con qualun- 
que numero di termini razionali ; 4.^ Finalmente, 
che sia composta di quattro -termini radicali qaa« 
dfatici V, senza verun altro termine . l^assiamo per- 
tanto ad esporre un metodo fenerale , di cui si 
possa far uso in qualunque caso , 
'• : Metùdo^ Qmcum dei termini irrazionali, tra- 
4icaiato il coefficiente 9 sì ponga eguale ad una 

quan- 



quanti^ indeterminata. Si avranno cosi tant'equa- 
zioni , quanti sono i radicali; si sostituiscano le 
«indeterminate neirequassione data, che in questui 
guisa prehdcrà una forma razionale 4 eptr*mezzo 
di essa , e dell* equazioQJ ipotetiche si proceda 
aircliminazionedeir indeterminate, finché «i giun- 
ga ad'iattencre un* equazione 'finale priva Idi esse. 
Si avrà cosi un'equazione equivalente alla ^ prò- 
posta, e priva d'irraziot)alità. ìl tutto si rende- 
jrà più chiaro con un esempio. , ..* 

" Sia proposta l'equazione \/x +^^ ir v/^?+> # 

Si faccia \/ x=pj yjy^ =q , t\/xi^ r . Fatte le so- 
stituzioni la proposta diviene p^q^^t-^b . Dall' 

^qua^Tone v/^-^? ^' ^^ "^^f *» ^ ^^*'* proposta traifbr» 
mata ,/>*=(if--j-^ — 9ÌTrf A^^^f^ì^h^^^'^^bq-^q^ 
ex, equazione priva A\ p . li Questa .si sostitui- 
sca per r* il suo valore z:X^ it si tvrk • 

x^'^2rq-\-2rp-^zbq'\'b^-\-q^^x^ Pi qui ppi 5Ì»de- 
ìQ—x^^-ibq^^b^-^q^ 



duce rs '^b^Tà ^"^* « ^ quadrando .-,.•* 

va di p e dir « Si pongs^r— 5^^— ^^Jtf ', e .saf| 
/ M^ibq^q' ^ ^ V ^^ , . « ; 

Sta sì sostituisca per q^ it Èlio valote V* # prclb 
dair equazione \/y^ z q ,> e «i tirrl «i^^o-tof^*^^.**» 



X 
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6^6 . • • • V, * 

Di qui si dtituca il valore di ly' , e sarà *.,••••••• 

«' r . ,. , 4*C4**+2 Af ^ ••(•^> •• 

Si mottipHchi per q ciascun membro, e sarà.%... 

/. M^q^^HBq^\^hqf-\^q^y^^^yqx^J^%hq^x^ 

Di qui si .dèducsk 17' ,* e si avrà •« 

4:ty,46^y^+KA(x^-^i^^-4%'+4^'y^^^ 
«' " ^ .*. f^^bM—Sbx' ^^^' 

9X0 valcyc^di q^ si paragoni col valore(*>0,onde si abbia 
^y—^b^X ^+^My^-' J^^q—^bqy^-^- 4.b^qx^ 

" ^. 4^:^— 4A*+aM 

Da qaest' fcqaainione si deduca, il valor q . Que- 
sto si ponga in {o4) ofide aver q^ , ed dttenuti co- 
^ifs * q^ >- *rtra non' resta che sostituirli in (K) j^ 
|9er. ayéc T eq^^ioa ^^^I^. priva di radicali come 
lii^ ric,Werfevà ." '.'<^ 

to(J4. /'roW. 'Trasformare un' equazione in uà' 
ikrardì coi te radici, ttioltiplicate per quelle dcK 
la proposta ) sicM ^u^K ad una quantità data. 

.. -; v^ . .. , a 

• Ss^li^. Si^ ppfjg» .ry»! , o «ia x ss — , .e si 

aMi* 9 eq^iazìone ticKiesta • O più brèvemente ; si 
làuti, X io'tf I e si mcrftiplfchi T equazione ordina- 
tamérwt per |a serit^ i^ y ^ J^^ y^ &c- — ^ • 
• ioi55*/r^i* Trt8ftK'mai?6 un' equazione io un' al- 

^ ) : * tra. 
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tcs di CUI te t<adici sieno Je reciproche di quel* 

ìf della proposta . 

r 

SoluZé Si -fiiccw^ jy=:— , e la trasfosmata sari 

qual si richieJe . In effetto sì vede che crescendo 
Xjy dee diminuire, e viceversa ; dunque le ra- 
dici y sono reciproche, per rapporto alle radici 

X. Esempio- Sia T equazione...,; 

9c^''—p^^'^qx — riro 

'I' IM , I 

Per .trasformarla in un'altra, di cui le radici 

I 
sieno reciproche alle radici di essa, si faccia xs — 

pili semplicemente si faccia ^-i ; si moltip/i- 
chi ordinatamente per h serie i , y , .y* , y^ , e si 
avrà r equazione (^) , che è ^ual si' cerca ; 

io66. Avvertendo però alla forma dell' equa- 
zioncC^), si raccoglie un altro Metodo anche più 
breve. Si faccia il primo termine dell'equazione 
data -I , e nei termini successivi si ponga per 
ordine y j y^ 9 y^ &c. , invece delle potenze di x. 
io6j. probL Trasformare un'equazione in un'altra , 
in cui un determinato coefficiente sia eguale ad 
una quantità data . 

Soluz. La quantità data sia =:w ; e suppongasi 
che moltiplicando le radici at per una quantitàjgr, 
da determinarsi in appresso > ne risulti la trastor- 

y 
mata che si cerca. Sia dunque :iu'~", e sostitui- 
to questo valore in luogo dix, nella traj^formau 

che 
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che. ne risulta, si fàccia it coefSciente rp ropostosjv. 
Si avrà un equazione , in cui la sola incognita è 
2, che perciò si determinerà facilmente. Per ve- 
derne un esempio ^ sia proposta V equa^ 

zìone • x^--^px^-\'qx^'-^r=o 

da trasformarsi co- i , z y z^ 9 z^ 

me sì è divisato 

y^—pzy^-^qz^y—rz^ zzo ...(IQ' 
Si moltiplichi ordinatamente per la serie i,«i>s%s^, 
e nella risultante si muti Jt ìny : si avrà con ciò 
r equazione (^) che è guai si ricerca • In que- 
sta suppongasi che il coefBciente del secondo ter- 
mine debba essere =:: m; $i ^^pz^mi e si avrà 

nt 
2=— • Se il xroefBciente del 3.° termine sia quello 

che dev'essere = ad w, si farà j's^ri», e si avrà 
«* = "^, e perciò z z^ * | ^ ^^^^ inseguito 

per gli altri coefBcienti . 

io58. TrobL Data un equazione , che abbia 
tutte le radici reali negative , oppure parte ne- 
gative, e parte positive, trasformarla in un'altra,* 
che abbia tutte le radici positive , e viceversa • 
Soluzione. Qualora sieno tutti i termini positi- 
vi , si mutino i segni nei siti pari , e sa- 
rà sciolto il problema, («. 1025) . Se questo non 
abbia luogo , prendasi il massimo coefficiente ne- 
•gativoy non eccettuato P ultimo termine, che sia 

per esempio^— 1 1» ; facciasi x - m-^i rr jf , e fitta la 
sostituzione si avrà V equazione richiesta • 

Dimostrazione per induzione. Sia P equazione 
sP—'tnx^^ nx — rso, e sia ^m il massimo coef- 

ficicn- 
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Jciente negativo . Sostituito ( jw -j- i ) ^y in vece 
di ;ir , si ha la trasformata • l 

* . — »>4-w(«i +i) ) . 

la quale ha tutti i segni alternativi -^ r 

Difatti il primo termine é positivo , e il se- 
condo è manifestamente negativo : il terzo è pò- 

sitivo, perchè se da j(w-f-iX»+i) tolgasi 

2i»(»f-|-0 '' residuo non può cSser minore di m-^i, 
e se da I»-}-! tolgaci » che è,<m, il residuo 
dev'esser positivo . Per rapporto all' ultimo ter- 
mine si vede pr(m;eramente , che — w-j-i^ 
-V- ' 

-(-««(w-j-i)* ^ ^ (i»-}"i)^: se ode (m-\-if.si ag: 
giunga nim-j^i) il residuo non può esser mino* 
nere di — (w-j-i) > ^rchè « è < w » e se final- 
mente ad m-j-i si aggiunga r il residuo sarà pu- 
re negativo • Lo stesso raziocinio si applichi ali' 
equazione di qualunque altro grado , e si con- 
cluderà generalmente &c. La dimostrazione diret- 
la della soluzione addotta richiede un'indagine» 
' che non può qu) aver luogo • 

iò(Sp. Scolio Si sono presi i coefScienti tutti 
negativi , perchè sono essi soli , che possono mu- 
tare r alternativa dei segni nelle potenze di 

(w+i —y)p . 

1070. Dalla natura dell'esposto metodo si dedu- 
ce facilmente , che per la sostituzione di i»~|-i — y 
in luogo di X9 le radici negative della trasformatar' 
divengono positive ,. ,e rifpangono accresciute dellji 
quantità w-f-i ; e che le radici positive divengon 
negative , e riraangon diminuite della quantità 
1»+^ • Difatto sicno x — az^o^ x-j-bz^o due fattori 

sem- 
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semplici deirequazFnne proposta , ed «r-j-i faccia* 
si r/?; sostituendo si ha p—y — <i=o ♦/>— jy4^=^> 
e perciò y=p— a , y=p-f~* > ^^^^ ^ > ^^^ ^1*^ n^g*" 
ti va è divenuta positiva , ed è stata accresciuta di 
p y tA a che era positiva è divenuta negativa ed 
é rimasta diminuita di p • 

1071. Quindi si vede , che per cangiare un'equa- 
zione data in un'altra, che abbia tutte le radici 
positive, w-|-i ^^^ ^sser maggiore di qualunque 
radice positiva; è perciò, che si è dimoxtrato » 
il massimo coefficiente negativo — m accresciuto 
di un'unità sodisfa sempre a questa condizione . 

1072. Si vede ancora, che una maniera di prò** 
var direttamente il metodo esposto sarebbe quella 
di determinare direttamente una quantità , cht su- 
peri di poco la massima radice positiva, di un' 
equazione qualunque • 

Questo Metodo non i\ è trovato ancora : si ha 
soltanto il Metodo che segue , il quale procede 
per tentativo • 

Sia l'equazione , :r" -}-iiJt»""'-|.3Af^"* &c. =:o, e pon- 
gasi jr — 4ry o s\àx=y-\^ct^ Se i coefficienti della 
trasformata saranno tutti positivi , sarà certo , che 
le di lei radici saranno tutte negative,, e che perciò 
O^» cioè maggiore della massima radice dell' 
equazione proposta . Ora io vedo che i coefficien- 
ti della trasformata, sostituendo > per a nella tra- 
éformata , che si ha aJ («. 1063.) sono i seguenti 
a:"-t-^^°-' fèJt""* &c. /iv""^-f («_i)4w""'+ •. 

W(«— I) («-.l)(/l_2) 

^ ' 2 »^ 2, j 

(«— 0(«— ?) * 
+ "—"^^^ir^'""^ &c. . Dunque per ottenere la 

(quan- 
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'quantità, che saperi pia dappresso la massima ra- 
dice dell* equazione proposta bisogna trovar ten-»- 
tanéo ia minima q^iantità, che renda le suddette 
espressioni positive . ^ 

I 

1073. Scolio . !.• Facendo .Vi: — si troverebbe la 

più prossima quantità minore della minima ra- 
dice positiva . 

1074. Scolio 2.^ Mutando ì segni di un^equazione 
nei siti pari > il massimo coefficiente negativo accre^ 
scìuto di una unità , risulta maggiore delia massi* 
ma radice positiva: ma questa innanzi alla muta» 
zione era cegatiVa $ dunque si può in questa ma-^ 
m'era , trovare una quantità che sia. maggiore del- 
la massima radice negativa di un' equazione pro- 
posta • Per trovar poi questa quantità con più di 
esattezza , converrà trovar tentando la minima quan- 
tità , che sostituita per x nei coefficienti indeter* 
minati, esposti qui sopra, gli r^nda, cominciando 
da quello del secondo termine , alternativamente 
positivi^ e negativi . • . 

- 1075. Per cangiare un'equazione data in uu* 
àttn che ^bbia tutte le radici negative basterà por**» 



re .t s w 4- I -f-J' » e si provera come sopra 
(if.ioefS.) che le radici dovrar>no esser realmente 
negative , onde m-{^i sarà di nuovo maggiore del- 
la massima radice positiva, come è facile a vedersi. 
ióy6. Trobl. Trasformare un' equazione in un* 
altra , di cui le >radici sieno eguali ad una data 
potenza delie radici deli'equazion proposta . 
' Soluz., Sia data requa?ione4-)^fi^4-f;r*-f-rf^^&c*: 
ro« Si ponga :r"-2: : dalla trasformata si elimini 



X , e t\ irrà V eqaaeione rtcb^sta . Slecoine però 
fi ha ana sola equazìooe , coovten ricorrere a qual- 
che artifizio. Esso è il seguente. L'equaaionache 
proviene dalla sostituzione di z in vece d[ x^ si ri« 

duca alla forma P+^-(-/^:r*+^^^-f- nx""'=:o 

cosicché sia P ia somma determini > nei quali non 
entra Jt ; ^ la somma di quelli nei quali entra :r > e 
così in segurto • Questa simoltiplichi per ;r successi- 
vamente » tante voire, quante unità si contengono in 
«^1) e si sostituisca sempre per x^ il suo valore z. 
Ottenuto cosi un numero » di equazioni , si molti- 
pKchi ciascuna per un^ indeterminata diversa • Le 
somme dei termini omologhi di tali equazioni sì fac- 
ciano eguali a aero separaumen.te , e per mezzo 
di tutte quesf equazioni, meno quella senza Jr» .si de- 
termjnt il valore di ciascuna indeterminata ; per il 
che , a motivo , che si ha un^equaziose di noena 
di quelk che si richiederebbero, basta solamea- 
te avvertire, d{ determinare il valor dell' ultinie 
due , che Timangoti dopo ta successiva el imi na- 
zione, secondo eie cheto dimostra la ibrma stes- 
sa dell'equazione finale • Trovato il valqre delle 
fndetermtnate , basta sosMtuirio neir equazione 
senza Jt ^ e si ha requazione in z come si c€r« 
cava • * 

1077. TrobU Togliere un termine qualunque da 
una data eqmzione • 

Soluzione. Sia Tequazione ^"-}-^4Ar'**"'+*A?"""'&c. 
5» • Tutta jsi riifuce a trovare una quantità , che 
essendo ag^anta , o sottratta da ciascuna sua radi- 
ce , ne risulti Un'altra equazbn», che sia priva 
del termine richiesto • Sia z questa quantità, onde 
abbiasi xztzsy^ o aia .rsyq:^ « Fatta la sostitu- 

zio» 



Dovendo svanire uo dato feraiine di quesfequa* 
zumcy Sì supponga ciò, fiome già vfrìgcato , 
pongasi il proposto termine ?o» Dall'equazione ri- 
aoltaote si dedarrà perle regolt dell'Aliai ili» il v;(« 
lore y che deve aver z 9 affinchè questo realmente 
ftucceda - Se debbasi per esempio togUcxe il. %.^^ 

a 
termiw » pongasi ^nzàCétssfù^ e m tvrii i&àìtr^ ^ 

d*0itde ai deduce la regola per togliere it secondo 
termine da qualunque equaiione • Se il secooito 
trimine dt im*equa^ioDe sia positivo, si accresca 
rincognita del coefficiente del secondo leraMC 
diviso per T esponente del primo } e quafoni 
esso sta negativo > $i diminuisca delU p^desim^ 
quantità» 

Se. Si debba togliere fi terzo termiae ^ fs^mm 
«(II— I) 
— j-"«*>""*^C»--i) azy'^fd^'^f^ r e costi» 

s^Cgoif^ > per qualunque altro termine » 

J07?, ScoU !• Osservando le diverse equazioni 
che si ottengono per togliere i successivi termi^ 
ni di unVqua2(ione 9 ^i raccoglie ,. che generalmen- 
te per togliere il termine nt.^^o Vconvfen ri^cioi- 

E a gli^ 
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gliere uo^eqnazione del grado ixr-f't . Oltre df qué^. 

SCO è facile a Vedersi , che per togh'er T ultimo 
termine, si richiede la soluzione di un^equazioae 
identica alla proposta, q che tolto un termine 
qualunque di un'equazione, volendo toglierne do- 
po uh altro , si riprod|ice di nuovo il. primo. 

io7P. Scoi. 2.° V'è un artifizio per togliere il 
penultimo termine di un'equazione , per mezzo di 
un'equazione di i«° grado , T antepenultimo per 
mezzo di un'equazione di 2:^ grado &c^ Difatto 
éata un' equazione x^ -|" P^^ + ?* "f" ^ -^ > ^ ^^^^ 

xsTl si ha "Ji^- y»+^ + ^^^ » che ^ridotta diviene 

. ^ P 9 

i-H»-Hy'+ry^-o , o sia 7 +7j^ + yjf' +j^ 

co (t^* Se colgasi in questa il secondo, termine » 
togliesi quello , che nella proposta era il penulti- 
mo, e perciò si può togliere il penultimo termi^ 
se con un'equazione di i.^ grado &c. 
. Si v^e realmente , che non si può: togliere 

q 
il secondo termine jr>^ delPecuazione {y4) senza 

render ^rro; dunque lo stesso ahiHzio 'deve ren- 
dere eguale a zero anche qx , eh' è il penultimo 
termine della proposta . 

.1^080. Scoi. 3.® Si ^può togliere il penultimo; 
termine di un'equazione con un^ altro artifizio an- 
che più semplice, ed è questo • Si tolga dall'equa- 
zioae proposta il se^condo termipe : la trasformata 
^ caH/ji in un'altra , di cui ^le ràdici siénò i quo- 
zienti , che nascono dVl dividere il suo ultimo termi^ 
ce per* le radici 'della nuova equazione: la risuU 

tan- 
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tante sarà l'equazione richiesta. Sia^^— (Jx^-j-^j^ -f- 
10 r: . Tolto il secondo termine si avrà z^-^ 8« 

-^ir: o • PxjBgasi adesso z=:. ^ ^ e- si avri la 

■ ■ '". •• ' ^ 
trasformata richiesta ^y^^ 8y*-|-4=o, 

io8i. yroR Proposta un'equazione , che non 
sqperi il 4.°gradò, si dimanda un metodo di to- 
glierne tutti i termini meno due , Ira i quali si 
comprenda l'omogeneo. 

Soluzione. Per cominciare dairequazioni di 3»^ 
grado sia Tequazione ic^-\'mx^-{-nx~\^pziQ ,*esi vo- 
gliano" togliere i due termini iwjr* .ed nx\ ponga- 
si ic^z:ayc-^b-\-yiy a; b j essendo quantità indetermi- 
nate, che si dovranno perciò adattare alle condi- 
zioni del problema 9 ed y essendo una nuova incof 

' Moftfplicando ambedue i membri dell' equazione 
addotta per jf , ^i avrà x^zr ax^-^-i^x-^-xy , e sosti- 
tuendo il valore di x^ yX^;=: ^*^-{~^^+^J'4'^-^+^- 
Si ponga adesso nell'equazione proposta in luogo 
di x^ il valore sutldetto , ed, in luogo di x^ il va- 
lore ipotetico a*-f^-f-y » ^ SI avrà un'equazione 
in cui'sf troverà la spia prima potenza di x , e 
che essendo ridotta , sarà della for^jja :<^^~f-i»i-f. 
«+^-fjv)'^-f- (*+wK^+J')7fp=o (c4>;. £>a questa, si 
deduca il val9rdi,v, e si avrà Xzz •...•..., .'.^ 

.. (b-fntxa+ y)—p : : '. ; , . \ ,. 

•^A^4-i»*+«"4^ -^^"^^^^ valore si /sostituisca 
jjeH'equazione ipotetica ^*=r4A?-|-éi^^, e sf aVri 
la risultante (>'--f.4)^---(w^^w^-i-fc2«)(^^/fj»-^ 

»^^)+Cw»w3p)(/;4-^*-,-2W/^)(Ì4-y).ro(S) 

h quale svilùppaodo le p^:en;Ke di\y-|*4 i e fa« 

E 3 . ccn- 
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^(b^ i-nib^-^nb-{if)% si riduce finalmente alla 
forma >^+^y-f /?y-f C=:o . 

In questa per fare svanire il secondo, e il ter- 
io termine si ponga j>/ììo , Ss:o , e per mezzo di 
4jue$te dueequaziopi) si determineranno con le re- 
gole deir Analisi, i valpri di 4 , e di £, atti à 
produrre la divisata distruzione di termini; cosi 
r cquaifonc ^ sarà ridotta ad y^-f- Cso 

Per riguardo all' equazione di 4.® grado , si to- 
glteratino come sopra le due potenze di j: mag- 
giori delle altre » cioè la potenza quarta , e la 
potenza terza, per mezzo di un'equazione ipoteti- 
ca xJ^:r*-f 6x*-f i^+f +y . 

OalTequazione derivante dalla sostituzione , in cui 
ir sarà inalzata al quadrato, si dedurrà col meto- 
di dcll^analisf il valore della medesima X i questa 
si sostituirà nell'equazione ipotetica , e se ne de- 
durrà liquazione risultante, ordinata per le dette 
potenze ; jn questa si faranno eguali à zero i coe& 
Scienti di ^^ ,di Jt* , e di ^ :dà quest' equazioni 
si dedurranno i valori di 4,.^)esi avràTequa- 
jBione finale y^ -4-/>-o » 

iò62.Scolìo.Qvitsìo metodo che devesl a M.Tschìr- 
fiaus (Atti di Lipsia an»i583» p.204. ) non si estende 
aÌP equazioni superiori al 4.^ grado , per questo 
ixiotivo principalmente, perchè T equazioni, che 
li hanno dal fare i coefficiènti ^,BfC^D &c* eguali 
^ zero^aj^depdono successi vameoèe inalzati % dei gra- 
di seftipre più elevati e tali > che superano anco- 
ra il grado del Tequaisione proposta» Si può ve- 
ltro $U mc%C oggelto > ciò che haaao scritto. 
^ * M^Prc. 



M. Prestet ( Nou^eaax Etemens des Mathem. Vot.s. 
pag'4ijO e M. de la Gr;^nge (Atti dell* Acca- 
demia di Berlino 1770. ) 

loti.Vr^L Render completa un^ equazione in 
cui machino dei termini . 

Soluzioni • Pofciiè quando manca qualche ter- 
mine in un' equazione « debbott essere le radici pò. 
sftive ) eguali atle negative , o il prodotto delle 
positive nette negative a due , a trt &c. eguale i 
quello delle positive nelle positive , e delle ne- 
gative nelle negative a due, a tre &c. ne segue v^ 
che se accrescasi , o diminuiscas^i T incognita di 
un* opportuna quantità !±: »i » si potranno ripro* 
durre i termini mancanti. Sia l'equazione gene* 

tale :r"4-^:r^^'4*^^""* ^^•^^'P^"S^^^'^^^^=^=^=^y» ^ 
sta JT^yqzffir ; Atra la sostituzione , si avrà la tra- 
sformata 

(W^l)(«.2) / 

. +tfy''"'q=C»wi>ifwy^» + ^ hmY'^tc. ^ 

4. bf^^ («-a)*i»j)f°'^ec.) 

+ . ^y^'^cc./ 

la quale avrà tutti --j- i termini , purché niuno 
dei nuovi coefficienti s\ distrugga ; per il che «i 
richiede» che m abbia piuttosto alcuni valori, che 
alcuni altri. 

JLa scelta di questi non è si facile in teorica a 
In pratica però , qualora sicno i coefBfcienti nuoie** 
rìci , si potrà conoscere di leggieri coli* espe- 
rienza, se qualche valore di m non abbia la debi^ 
ta qualità ; e neir equazioni dotate di coefficienti let« 

tcra- 
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terali)^i riconoscerà questo subico » che sieno da<- 
ti i di loro valori . ' 

1084. Generalmente, converrebbe sciogliereil pro- 
blema seguente. Dato un numero n di lettere, delle 
quali alcune sieno positive » ed altre negative >eda« 
te le funzioni esprimeoti i loro prodotti a due ^ 
a tre , a quattro &c. in caso che una ò più di 
tali funzioni , compresavi la loro somma sì di- 
strugga, trovare una quantità di cui essendo eia* 
scuna di tali lettele accresciuta» o diminuita, non 
v^i distrugga più nessuna delle suddette funzioni • 
, io8y. Scolio . Il Sig, D. Tojnmasini {pag. tfj. 
7om- 77. ) punto non riflette alla quantità di m » 
e crede di aver provato assai ^ con aver dedotta 
un* equazione di terzo grado mancante'del terzo cer- 
mine , ad un* equazione , la di cui forma apparir 
8ce generalmente completa '. 

CAPITOLO IV. 01?: 



Dei Limiti delle radici 

10S6. Limiti di una radice diconsi due quan- 
tità , delle quali una superi la radice stessa »je 
r alerà ne sia minore ; in guisa però , che poco 
differiscano dal di lei valore, e non comprenda- 
no per conseguenza , verun^ altra radice fra di .lo- 
ro • Cosi essendo 4, £, r &c« le radici reali di 
un* equazione , sono a* > 6' $ r' &c- limiti respet* 
tivi , di esse, qualora a ^cada fra 4' 3 e k^; b cada 
fra ^' , e r' e cosi d^ll' altre. 

1087. Molte volte avviene , che per ottener 
le radici di un^equazione , non basta eliminar le 

inco- 
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incognita , e trasformare òpporcunamente T equa- 
zioni che ne provengono; e questo avviene perchè 
i metodi dell'Analisi nOdn si estendono general- 
mente * air equazioni di qualunque grado • In questi 
casi '91 ha ricarso alla ' ricerca def limici , come ad 
una risorsa mólto vantaggiosa • Noi passiamo ad e«- 
sporre i Teoremi che appartengono alla dottrina 
ét\ limiti, ed i principi dai quali dipende il di 
loro ritrovamenta . > 

1088. 7 con Se in un'equazione del grado n si 
-costituiscano 9uccessivameate n-f-i quantità reali 
p<q<T<5 &c. T > e ciascuna sostituzione produca 
«ella somma de'cernyni della risultante» un segno 
diverso da quello , che fu prodotto dalia sostituì 
2Ìoiie precedente, e susseguente, una tal equazione 
deve aver tutte le radici reali, e le quantità so- 
stituite debbon esserne aftrettanti limiti . * 

Dimoftrazione . Due quantità la di cui sostisu'- 
zione produca mutazione di segno nella somdoa 
de'termini di un'equazione , non possono contene^ 
si fra due radici contigue (;i. 102 1. ) ma debbon qss^ 
contenere dentro di loro una o piiSi radici rea/i di 
numero impani (». loip*) Ciò postosi veìle, che non 
ii può supporre, che due qualunque delle quan- 
tità^-, q, r &€• comprendano fra di loro più di 
'tina;radice , perchè altrimenti una delle quantità 
j^recedenti à « supererebbe già l'ultima radice , 
é per conseguenza le sostituzioni delle quanti>cà 
rimanenti non potrebbero più produrre alcuna va- 
riazione-di segno, e non si avr'ebbe perciò il nu- 
inero i» di. variazioni 9 come si suppone . Dunque 
ciascuna, coppia delle quantità ffi q^ r 8cc. xJeve 
comprerKiere una sola , e diversa radice del l'è qua- 
lione proposta t questa poi dev'esser sempre reale 

atte- 



attesa la mutazione del segno (n.ioao.) . Dunque le 
radici jeiréquazione di cui si tratta , debbon esser 
'th tee /cali, e ie quantità p t q y r &c» debbòn es- 
serne ahrettanti limiti. 

-io8p. Teor. Se si moltiplichi ciascun termine 
di un'equazione., che abbia tutte le radici reali, 
per IVsponente che ha in esso Tincognita , i*equa- 
«ione risultante ha tutte, te /adici realt , e sono 
esse altrettanti limiti delle radici deir equazione 
principale. ' t 

Dimostrazione. Sia reqttaziotie\Jf°4*^""'+*^"*«^ 
c:o..«{^) • Moltiplicane^ ciascun termine per Tespo- 
sente dell'incognita , si ha U trasformata ...^••••^ 
«;r"-/^(ii_i^jt"-«4,(;;,^-2)èjr'^-^ &c. =: o (fi) 

In questa sì faccia x:rjf-|*^; L* ultimo termine 

della «trasformata sarà («• 105 J.) ....m.;....^ ^ 

s" -f.«""'4-^/°"*4- &c. (C) , e il penultimo 

y;«""'-fC«— i)^t""^4-(»—2)*^"~^^ &c. ^ (/)) 

Ora se nelle funzioni <C) ,(/)) si ponga :t in luo- 
go dir, la funzione (C) svanisce , e la funzione 
(D) divisa per y , diviene uguale all'equazione (B) • 

Dunque la questione si riduce a dimostrare , che 
if penulcino termine (/>) delia trasformata ha tutte 
le radici jreaii .Eccone la dimostrazione • I fistttod 
del l'equazione (»>f) sicno x — p, *-— y , x— ^ &c» 
jr-f-f , x-\-h , x4"^' *^^* ^ q^^^^ MViO cosi djspo^ 
sti , che le radici positive p^fj t Saz. da una 
parte J e le negative/, fc , j;&c. dall'altra, pro- 
cedano per ordine di grandezza. Per la sostitu- 
zione dfjfff in luogo dijr, 1 fattori della trasfof- 
formata debbon essere J^-j-r — ^ , y -J^ /— q , &c. 
y j-r-j-/, y f.f 4*ib &c. . Si iaccia tzip^oà i $ud^ 
detti fattori dì verranno y-^p-^ 1 3'-f"A— *f ^^^ 
yt^+'/>>+^-f-* &^* ^^ ^ motivo del fattore 



V-J-^ — p l*uItimo termine della trarforitiata svaniste; 
dunque tolto tutto cièche sì distrugge per cagio- 
ne di tal fattore , rimarrà un'equazione , che noi 
chiameremo i»««7tff<i ^ perchè priva dell' ultimo 
termincin paragone della trasformata primitiva, dei- 
quale i fattori saranno jf-f.^ — q^ y^^p^^f^é. 
j^p^f&c. Pongasi adesso per r la seconda radice 
qj e per la stessa rkgione» i fattóri della i»Mf//4- 
ta saranno j+q-^p ry^q — r (Scc-.y-f^-f/^c. $ 
Sostituiscasi in simil guisa la terza radice r, e i 
fattori della trasformata mutilata saranno y-^r—^, 
y-|-r— ^ &c. , y^r-j-fScc. •.ccosl in seguito • 

Si osservi adesso, che essendoj><^<r&c*/<fe<g:&c. 
le radici p— y 9p — ^ &c. sono tutte negative , eccet- 
tuate le radici /'-f'/» /^+* *^*» ^ ^^^ P^^ '* sostitu- 
zione di q in luogo di t > le radici q — p , ^— r&c 
sono tutte negative eccettuata la prima • Ora tali 
radici sopo i fattori delTultimo termine dell' equa- 
zione mutilata o sia delTultimo tehnine (D); dun- 
que detto termine dee prender segno diverso nella 
somma de'suoi termini, per la sostituzione di p , e^ 
in luogo di r • 

Parimente si vede% che detto Termine (D) dee 
prender segno diverso per la sostituzione di rper r» 
da quello che aveva per la sostituzione di q^ poi- 
ché in questo caso le radici delta mutilata , e oef- 
ciò le radici del termine (Z?)softor — p , r — q Scc. 
le quali sono tutte negative meno due , eccettuatie 
però sempre le radici r-{-/> r-j-h &c. che sono tut- 
te positive. Proseguasi Jò stesao raziocinio, e si 
vedrà,che la costituzione di ciascuna radice della pro- 
posta fielli trasformata produce una, successi va mu- 
tazione dì se^no nel Termine (O) . Volendo sostitui- 
re per I anche le radici negative./» ib» gScc.avrk, 

iua* 



Jùogo IVstessot Dunque fn virtù 4cl Teor. precu 
l'equazione rtr""'-f{«— i)(i^°"*rf C«^2)^f°'"i&c.=: o 
e sia Tequazione nx °"'-j--(«-i>tfjr°'*-:f-(».3>;r°"^ cc^ 
STO dee aver tutte le radici reali, e queste debbon es- 
sere altrettanti lioiiti delle radici p , ^,r&c» 
/, fe f g &c- 

E'in virtù di quetto Teor. che qualunque trasfor- 
mata dedotta da un'equazione data , come Tequa^ 
zione (B) è dedotta dall'equazione (^), dicesi equa- 
zione de' limiti . 

10^0. Teor. Se un'equazione abbia tutte le radi- 
ci reali , le ha tali anche Tequazione de'Iimiti.. .. 

Dmostrazìote . Segue dal Teor. preced. 

lopi. Teof. Sel'equazione dc'Iimiti di un'equa- 
zione qualunque contenga delle radici immaginarie, 
di tali radici ne dee conti^nere anche rcquazioii 
principale da cui è derivala. 

Dimoitrazione ., Altrimenti, da un'equazione che 
abbia tutte le radici reali , si potrebbe dedurre 
l'equazione de'limiti. affetta da radici immaginarie; 
il che è contrario al Teor. («.ip8p) 

iop2. Teor, Ancorché Pequazione de' limiti non 
conicn?,a veruni radice imfnaginaria , ne può con- 
tenere requazfqn principale da cui deriva . 

Dimosfrazione . L'equazione de' limiti di un'equa^" 
zione qiialunque non è altro che l'equazione ,da 
cui vengon determinati tutti i valori che possono 
render l'equazione principale, considerata come 
funzione, un massimo, oun minimo, (jn.$go.)Mz 
i|n' equazione del grado» può ricevere.»— •! massi:* 
^i, o minimi., ancorché abbia delle radici imma- 
ginarie; percliè essendovi n valori che. la rendono 
eguale a zero ^ qualunque siepo le sue radici , a 
feali « .0 imgmgins^ie 9 siccpoiie segi^ono;» — ^, 

pas- 



passàggi djrzero a zero i chiaro eie può ricevere ini- 
f dipendentemente dalla natura deJle sue radici, «— x 
ira massimi, e minimi.. Dunque Tequazione de' li- 
miti può aver tutte- le radici reali, e con averle 
tali Tequazione principale 

. lopj. Teor. Se in un' equazione, che abbfa delle 
jadici reali diseguali ir , A , e &c. si sostituiscano in 
luogo deirincognita due quantità w, », tali che i»-« 
«ìa minore della minima differenza deljc radici reali 
dìseguaii , e tali che la maggiore nt superi una 
almeno delle radici suddette , e che non cadana 
ambedue fra due radici contigue per origine di gra»- 
dezza, le somme de'termini dell'equazióni trasforma- 
te risultano di segno diverso , ed i» , » comprendono 
• jfra 4ì loro una sola radice reale, di cui per co*. 
seguenza ne sono i limiti . 

Dimostrazione.. Abbiasi l'equazione ........^ 

{x^a){x—b){x—^c) (Sccro-Sostituite per x le quanti- 
tà»! , n si hanno* le due trasformate •.....*•......•...„* 

{jnr-a){m^b){ni—^€^ &c. =o...(^) . - 

(»— .tf)(«— i) (»—<:> &c. =Q...(^) 

Siccome w , « non debbon cadere fra due radi- 
ci contigue, sia w>4 , ed »<4 ; è manifesto che 

i primi fattori delle trasformate m — a , n a sono 

àpxzti di segno diverso : qualora dunque si potesse 
PEpyare che ciascuna coppia, di fatsori corrispon- 
deisti m—4> , »— -^ ; m — e , »— -r ; &c. debb' aver 
^rapre il. medesimo segno,", sarebbe provato che 
l'espressione (^> ^ebb' aver segno diverso dali' 
cjpressione (J?) , Ora io osservo ^ che se i» sia...* 
<B<c<d8cc,n dev'essere, per piii forte ragióne , 
^k<:c<d &c.; dunque in quest'ipo tesi, i segni do", 
i/^ttori corrisponenti risultano glr-stessi. 

Supponendo che «a- »r>*>r>(/ &c.. óoir si re- 
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de con egual facilità , the debba essere ancbeM^ 

u>^>c^&c. ma che ciò sia cosi, eccone la 'ditno* 
straiione . Sia fH>b : siccome si ha i»— »<x ( deci- 
ta a la minima differenza delle radici reali dise» 
guali ) si ponga 4— & in vece di x, e dal rappor'- 
10 !«♦— «<J — hy che è vero geeeral mente ^ si avrà 
»>*— ^-4-"''^ P^*" P'^ forte ragione, K>^~w»-47i»>& 
Lo stesso vaie per il caso in cui sia m:>c i per« 
che dal rapporto w— «<^ — r si deduce n>e , t 
cosi in seguito • Dunque i fattori corrispondenti 
delle funzioni (v/^) , (^ , eccettuati i primi, sik i 
^uaii si i falca la supposizione, soo tutti dotati 
del medesimo segno : dunque &c« 

1094. L' ipotesi determinata da noi fatta , che 
fosse m>d ed »>^» non deroga punto alla genera* 
)ità del Teorema , perchè se facciasi qualunque 
altra ipotesi 9 ha luogo la medesima dimostra- 
aione. 

, Difatta sia «r>i , ed »<^ per prima ipotesi • 
Sarà molto più m>a (sopposto che le radici ♦i,*,f ec# 
procedano per ordine ,di grandezza ) e per mezao 
-del rapporto nr-^»<<i — i si proveri come sopra, 
the s ancora dcv' essere >« . Per i fiitcori che 
sQCcedooo fm-^^ju-^b^ la dimostrazione é U 
stessa, che quella di cui si è fatt^ uso di sopra* 
Rimane da dimostrarsi , che in mi té n non^ 
vi si possa comprendere che tioa sola radice rea* 
\t , Per concepire la verità di questo , che pur* 
re non preseota veruiva difSeoltà , sia ^ = a^h, > 
t. suppongasi che essendo if<4 , sia m>4 e >^; 
sarà dunque n<za ^ ed m> a -^ k,\ dunque.........* 

w — ii>tf+Hi »- tf> ^ , control l'ipotesi che sia..» 
m — n<h ; duisGue ft'a m ed » non vi ^\ può com» 
{^rendere più' di ) ona ladice reale . 
i-. lopj. 



2095. Seal. Dicesi da qualche Algebrista » 
che se per la sostituzione «successiva dei valori 
1 9 2 , 3,495 Sic. io luogo delTincognita di una , 
data equazione » si ottenga una variazione di se« 
gao nella somma, de* termini » i due valori » che 
•hanno prodotta una tal variazione debbon riguar- 
darsi come limici di una ^radice reale • E' facile 
però a vedersj , in virrJ^ del Tcor, Aatec^ ^ che 
ciò non è vero generalmente » e che qualora st 
abbia qualcheduna ({fsHedifferenae delle radici reali 
minore di 1 > la n^uta^ione di seggo ndle somme 
dei termini , non basta per assicurare che i va- 
lori da cui è stata prodotta una tal variazione m*. 
00 limiti di una radice reale. 

C A P I T O t O V- 

Dì dmic specie particolari di e^aziom .' . 

1096. Ciò che da noi è statò detto fin quiy appartie* 
ne prc^riamente alP equazione considerata in genera* 
{e . Vp sono però delP equazioni speciali le* di cui 
particolari proprtetÌ^~5i d*uopo conqisccr pienaoKi»- 
te in nane! di entrar neir Analisi^. Tali sono V equa- ^ 
ctoni à radici eguali ; re<^ua2Ìoni Omogenee, e . 
r equazioni Lineari. Di queste ci proponiamo di 



ittare presentemente; soggiungeremo in apprea- 
qualche riflessione iotomo aU* eqttasÌ9ni Fiorili • 



trattare 
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S E Z I O N E L 

VdV equazioni a radici eguali. 

lopy. Se abbfasi un'equazione , la quale con- 
tenga un numero n di radici eguali» la sua equa* 
zionc de' limiti dee contenere un numero n — i 
delle medesime radici* 

Dimostrazione • Sia 1' equazione • .••• 

x^ ^px^^-^^x^y &c. =0 ecL abbia n radici egua- 
li ad 4* E' certo che l'ultimo termine dev'esser' 
un multiplo di a" , e che il penultimo dev' es&ere 
un multiplo di a"~* (w. loij). Dunque se pongasi 
xzi: y :=Lt , la trasformata in y deve avere n radici 
z=:a — 1% perciò l'ultimo termine dev'essere un 
multrplo àx.Qi — ^)°> ed il penultimo un multiplo 
di (4— r)°"'; Ora l'ultimo terminei delia trasfor- 
mata è r'^+z^^^^'-f-^r"*"^ &c. e |il penultimo—. 
y{mf^'^'^{fn—i)pt^''^+{m—i) ^^"^ &c. ) . Si di- 
vida il penultimo per ^ , e si ponga in ambedue 
X in vece di r. Con questo l'ultimo termine di- 
yien uguale ali' equazìon proposta, ed il coeiBcien^ 
te del penultimo eguale all' equazione dc'.Iimiti; 
Ma per ciò , che si è veduto dev'esser detwjcocfc 

ficiente un multipla di {a — 0°"' » o mdi 

{a^9cf^ zn^x—af^ ; dunque facendolo eguale 
a zero, dee sommi niscmre.»—! radici eguali ad 
V; dunque l'equazione de' limiti &c. 
• io^8. Tro^l. Determinare se un' equazione da> 
ta abbia delle radici ^uali , e quante ne abbia. 
Soluzione Dall' equazione propostasi deduca Inequa- 
zione di cui le radici sono le differenze di quelle 
della proposta, {ri. lOtJy.) ; se questa avrà delle 
radici eguali a zero» avrà la proposta delle radi- 
ci 



^77 
ctcgóaiif altrimenti non ne avrà • Per cofto$cer 
pai quaoce debbano esser le radici eguali basta 

osservare , cbc essendo T"^ le radici 'eguali a 
zero, n debban esser le radici eguali • 

S E Z ! O N E I r. 

Delt-e^téaztoni derivative . 

^1109. Data un' equazione x^j-fM^^-^^^^^^fccs^ 
&e ai moUiplìcl^i responente di ciascun suo termi- 
ne per una costante , essa diviene del genere de- 
rivativo . Quindi la formola generale di questa sor- 
ta di equazioni èx"."».4.i;r^°-''^'^f ^a: '"'^^™&c.=o 
..»(/^) essendo w, », 4, *, e &c. tutte quantità in- 
deccrminate. Quest'equazioni si vede c1ie posso- 
,B0 siempre deprimersi ad un grado inferiore: ba^ 
sta porre x^^y , e si ha una trasformata del grado 

Ilio. Scoi. All'equazioni Derivative appartenga- 
no quelle , che essendo di grado pari , sono man- 
canti dei termini, di sito pari, comesi può vede- 
re 9 facendo nella formola (^4) , w=:2 . 

Non è però vero altrimenti, che riducasi al ge- 

nere derivativo la formolaAr -|- nx -^^x ce 
s: o, ancorché l'ultimo esponente dell'incognita non 
sia Punita, come diie. un moderno Algebrista, per- 
chè gli esponenti d<eirtqua«jonì derivative conserva- 
no fra- di loro una. diflereiwa costanje 1», e aell' 
equazioni , comprese nella suddetta formola, bdif- 
ferenza degli esponenti^n'on è costante • 

mi. TeVr. Ogni equazione di gradò, pari , che ab- 
bia tante coppie di radici eguali con segno diverso, 

F quan* 
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quante ubiti tontfetfe U tìctà del siio raawinia èa 

sponente, è priva getieralmente dc't^tmini' di sito 

pari , ed è perciò del genere derivativo . 

Ùtmot trazione . Le radici deireqUàzionc debboa 
essere per ipotesi^, — -^, b^ — ^, e , — e &c. 
fino al numero divisato . Óra i coefficienti noft 
.fion altro, che le somcne reapettive di tutti i pro- 
dotti possibili delle radici combinate insieme tante 
10 una volta , quante unità meno un^, contiene l'or- 
dine del posto, che è occupato dal termine , a 
cui essi appartengono. Dunque (omesso ilcoeffi- 
cicnte del secondo termine, là di cui distruzione è' per 
se manifesta)ne segiie , che un coefficiente qualunque 
di sitoparidev^esser^eguale alla somma dei prodoN 
ti delle radici combinate insième in ftumero dt iw-|-l 
(intendendosi per à?^4"^ un quaiiinque numero im-. 
pari ) . Ora la somma di questi prodotti dcv' esser 
^gua'e alla sòmitìa del prodotto per -^^ cU zm 
radici moltiplicate insième, più il prodotto per -|-4 
delle medesime zm radici Moltiplicate insieme ;del 
prodotto per ^ di iw radici moltiplicate insieme, 
più il prodottò per -*-^ delle medesime a wradid 
moltiplicate insieme, e cosi inseguito; Dunque si 
vede, che i coefficienti di sitò pari (&c. &c, ' 

Il 12., 5fo/, La distruzione de'* termini di sito im- 
pari- non dee succedere', perchè i loro, coefficienti 
essendo copiposti dei prodotti di un «nu^nero pari 
di lettere, debboa coirtenere le potenze quadrate di 
ciascuna radice,, ed i prodotti di tali potenze .,^ le 
quali noti possono svanire .assolutamente v Vice- 

iiijé Te^r* Se. in. un' ipquazieiie derivativa di 
gnado paHqmanciiino i termini' alcecnativamente > 



essa ha tante coppie di radici eguali con segno 
diverso, quante unità contiene la metà del suo 
massimo esponente • 

♦ Dimostrazione. Sia Tcquazione «'" r{- ax^^'^ -j- 
ijr'""'^ &c. =0 , e si pon^a x^=y \ si avrà la tvz^ 
sformata jr^+iiy^'-f^K^"* &c. =o . Sienop , q , r&c. 

le sue radici > e si avrà x^=:y=p , onde xz:^yj n 

:r'ry=^, e perciò m sì '±:\/ q i così xzr±:\J r (Scc. 
fino al numero n dì radif i • 

111^4. TeoT. NelPequazioai Derivative, detta» 
la costante, che moltiplica gli esponenti , manicano 
successivamente fra ftn termine, e T altro iw—i 
termini. -^ ^ 

Dimostrazione ^ Moltiplicando una serie di nufjie- 
ri naturali i ^ 2,3,4 &c, per un numero qualun- 
que , nella scric che ne proviene,. mancano tanti 
termini , quante unità meno una si contengono 
nel moltiplicatore , Ma gli esponenti di un' equa- 
zione del grado ». formano appunto una serie di 
numeri naturali n , «— i , n — i , »— 5 i , 

Dunque moltiplicando tutti gli esponenti », »— i, 
«—2 &c. perwi, nella serie, cne ne risulta, d^b^n 
mancare fra un esponente , e P altro w-*-i esponen- 
ti . Dunque debbon manqarc t»— i termini , co- 
me si dove» dimostrare. j 

1.1 1 5. Teor. Uo'cquazioije Derivativa , espressa gc* 
Beralmente dalla formola (u^) f non può a^rere un nu- 
mero di radici, reali >2», se w sia pari , e non'può 
avere uà numero di radici reali >», stm sia im- 
pari . ^ ■ s 

Dimostrazione . Posto nella suddetta formola 
x^zy , si ha la trasforqiata y°-f«4jy""'4-fry'*"* &c. =0 , 
cfi cui li radici aono n . Essendo 1» parl^ per ot- 

Fa te- 
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tenere il valor di x> deesi estrarre da ciascuna di 
esse una*radice psiri ,. e perciò il numero dei valo- 
ri di x"* a motivo del doppio segno del radicale , dcb- 
bod èsser in. Qualora poi nt sia impari ^ il radi- 
cale non ammette doppio ségno ^ ed i valori rea- 
li di jr rimangono di numero «é Di qui ne segue, 
che se w sìa pari * il numero delle radici immagi- 
narie deir equazione (^) sia mn^-^in^t che essen- 
do m ióipàri , un tal numero sia mn-^u * 

iji6. Teor. Un* equazione derivativa di grado 
impari contiene generalmente delle radici Immàgi- 

tìarie* , , . 

DiffWtirazione é Affinchè . tin* equazione su deri- 
vativa, conviene che sia ni>i ; affinchè poi siii 
di grado impari^ conviene che w , ed n sier\o im- 
pari ambedue » Non può esser dunque m che=:,ò >3; 
Ma si è veduto che le radici reali di un'cquazio- 
*je derivativa qualunque non possono esserjldi nu- 
mero >^w i in questa ipotesi le radici debbon es- 
ser di humero :± * ò >3?* . Dunque &c.&c* 

1117. teef. Ogni equazione derivativa , nella 
Quale {termini alternativamente mancanti sieno di 
fiumero >i * contiene delle radici immaginarie . 

ùìmosttatiòfte . Affinchè i termini mancanti sie- 
»o di numero >t bisogna che siajw ^. o p>j * 
e le radici di num.V, ó>j;t; màjle radwi reali non 
possòtìo esser più di tn \ fiunque &c* 
• * • 

SE zt o N B in. 

beWeqtt Azioni Ture » 

■ Itié. E(?uaiIonì purp sono qaeUft,. nelle qai- 
U vi « ttii sol l«rtóin« »ffetto dall' incogait» . e 

pet* 



perciò diconsi ancora equazioni di due termini j 
La forinola di quéste equazioni è ;r°tbX=o .^ 

Hip. Troblepra • Dato un fattore di un*equa- 
ziorrc pura qualunque x^ ds K =o trovar 1' altro 
fattore, che moltiplicato perii fattore dato > prodi)^ 
ca l'equazione proposta; 

LEMMA, 

Dato un binomio ^™zb}' si dimanda un polf» 
nomio, per cui ) moltiplicando detto binomio, ne 
risulti ,un prodotto binomiale , nel quale il prn 
mo termine sia =^° » e il secondo sia una funzione 
di q,ìncm i|pn abbia parte ^^ 

Soluzione » Il polinomio richiesto sia •,••...,,••„» 

p"^ q^ + P^ 9* -f P^ <[ + p"" <t ^^'^ >' P^- 
dotto di questo polinomio per p"^vìof disposto in 
due serie (^), {B) sarà il seguente •.^.•••^•^••••••••^ 

t ? +/^ ? +/^ ?*+? f&c..(4 

f q p q +p q +p q &c (5) 

Ora poicbi il primo {tarmine del prodotto richie- 
sto dev'essere ;=/)• , pongo ^^+ *^'^=p" , e poncIjidQ 
m-^cttn , cioè «t=np^m , c^so , 

Inoltre siccome il prodotto dev'esser per ipo^ 
tesi un binomio , i termini fntermedj si debboa 
tutti distruggere vicendevolmente; perciò , se il bi- 
nomio proposto sia ^°-fay' f i termirrj ilei molti- 
plicatore > esistenti nei $iti pari , dovranno esser 
negativi; se il binomio proposto sia f^ f^(f y \ 
termini dei moltiplicatore dovranno esser tutti po- 
sitivi » Quindi si debbono avere le seguenti equa- 
ziooi » .^ m^ 
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<P=:r4-» Il e=gr 

&c. &c* . / V &c. &c. 



Sostituiti questi valori , il polinomio richièsto 
e il prodotto 

j^jpB-sm^sr ^ ^3 j. ultimo termine ' dcv' esser privo 

M w . «''^ 

di p; dunque «— /w=o , ed j;r~ , e 5r s ^ * 

y m 

- Ecco pertanto che il polinomio cercato è .•••• 

/>°"™qq^""'«^'+p^"^»»^^'q=/>""4™^5' &c ......... 

ct^°"*™^*^Eccoci adesso alla soluzione dei problema. 

:«r ' - - , " 

SìpongzX^:±JC:zp^^q^ =: o ; che è il. prodotto 
del* polinomio trovata per il binomio p^:±:q^ • 

Il . fattore dato ,• cht sia ;r™dbns:o , si pongs 

sp^Hby^', ( supposizione sempre possibile , per- 
chè j ed r sono due indeterminaxe » e possono 
sodisfare a due equazioni,) e T altro fattore cerca-^ 
to sarà, fatte le sostituzioni di ^ io vece di/?, cdf^ 

li — — ■ - 

Jk^ in luoro di 0^ , •'^ 

^b. — . n. — a n — j 

■• — ^ ' ) , • " 
e oosta \/^-/l , sarà finalmente •••;.. ..•• 



17 20. TtorJ Un* equazione pura di grado im- 
pari non può ayer più di una radice reale : ed^un* 
.equazione pura di grado pari non ne può aver che 
due. 

J ' Dimostrazioni^ della prima patte . Sìa «s:2/>-j-j, 
'.ed iwci y supposizione possibile , perchè da una 
quantilà qualunque r±JC si può sempre estrarre un» 
radice impari reafe . Con questo il fattor pelino» 

mio del binomio M^'dcKsìc^^^^dtzK-o diviene ..• 

A?^Pq3H.v^r'4.H?a:?r^qpH^^^^"^ &c. Ma i farto- 
-ri lineari di questa funi^ione sono tutti immagina* 
i^*-i perchè dividendola ordifSatamdnte per la serie 
-1 , H^ H^ j tì} &c , il che non altera punto U 

realità delle radici ( ». icpp.) diviene ^...^ 

*«*^q=«^P"'+A?'^"^£p^^^*^' &c. che posta =^0 è un' 
equazione inàpossibile , a motivo che là somma dì- 
un. numerosi quantità reali non può essere eguale al-» 
la somma dei prodotti a due , a tre , a quattro &c« 
delle medesime quantità . Dunque la funzione •••• 
;r^?+»rt:ie non può* avere altri fattori reali di primo 
grado , che ^db q^ i dunque non può aver x > che 
un sol valor reale 9 e perciò non ne può aver di 
più la radice 3/>4-i di a: . 
♦ himostrazìone della seconda parte. Per védce 
la verità della seconda parte, basta osservare , che 
Tequazione pura essendo in questo caso x^^rtrXxo, s( 

ha. ir = drv/::^ ^ ri^.lribVst \/^\/dti &c.itM...M.M«. 

rib\/qpK., formola, la quale ben si conosce ^ cbo 
non può dare più di due valori reali « 
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S E Z I O N"E I.V. •> 

Dejr e^azìcHJi Convertìbili, Omogenee» e Lktem. 

II2I. Equazione Convertibile è quella, in cui 
il primo termiae sfa della forma x^^ , e P ukiino 
della forma «^f: ed inoltre un termine qualunque, 
posto fra il primo ed il medio , sia tale , che 
(essendo diviso per ufi ofiportuno fettore di <i^^ » 
risalti affetto daJ medesimo segno, e dal medesi- 
mo coefficiente , da cui è affetto il .termine eoe- 
rispondente , pofto fra il medio , e PuJtixno tec- 
snine , e cosi in seguito • L' equazione ..«.«•^.«o.».*» 
^^bx^'\'t^x^'\<^hX'-\'(é :=:o per. cs*° , è convcr*» 
tibile , perchè dividendo il penultimo terra inc.^^^iir 
per <i' fattore di a^ , ne proviene A* , termina 
dotato del medesimo coefficiente , di cui è dotato 
jl termine corrispondente. Aa^ . 

iiaa. Dall' ideadelT cquad[ion« convertibile ne 
•egue , che se in un' equaziane- dt questa sorti^^ 
laanchi qualche termine , vi deve mancare iparir 
mente quello, che gti corrisponde. Perciò si. può 
riferire a questa specie di equazioni T equazione 
pura di grado pari ac^Prt^'^j^o v che abbia T ulti- 
4no termine della stessa Ibrma del primo • 

11 23. Equazione omogenea 4 quella , nella qua- 
le la somma degli esponenti è in ciascun termine 
la medesima . La formo la, generale di quest' equa- 
zioni è :r^P-f4*^^i'"»-}-fcVJP"*-|-rA:^*^"^-j...4-^*JP:=cJ. 

1 1 24. SfiQU Che io ogni equaztooe .si debba £»«> 
servare Tomogcnei^à dei termini , e che non es- 
sendovi espressa , si debbano supporre moltipli- 
cati ^ o divisi i suoi termini per le opportune 
potenze dell' unit^ % onde poterla rigu ardar come 

tale 



tale » si ?a ^keQdo dt qualche Algebrista , e fra 
gli alrri si pui^vciert l'Algebra del Gh. Nicolaa 
de MartiDO libS^u Cap. 3. pag* lai. dtl JJ- Una 
tal propoaiziooe *pcrò 9. se premiasi generalmente» 
è assoIu(aa)ente èil^ » percliè trattandosi di eqiTa* 
,ztoni pacamente Algebriche > bea il vede , che 
per es.° fra x^ ed a vi tpuò ts$^rt uiia ft>erfc^a^c« 
guaglianaa ^ Una tale omogeneità é soI<^ x^<;essaria 
neirequazioiil > che appalrtengano, ad un probìema 
.geometrico * In queste» 5e non pbbjafi T opportur 
,na omogeneità , espressa t o implicitai non è pos- 
sibile il problema 5 perchè non è possibile r^equa- 
zipDe che lo rappresenta. Cosi per es«^ requazio- 
ne %€omcttìcz x^-^xf-^-^o non può sussistere» 
se q non sia moltiplkato per 1^ , ò se non IntccH* 
dasi per 9, -una funzioneaiotatadi triplice d.ioien- 
sione» perchè i prioii due termini rappresentano 
ilei solidi , e qu^ti non posaono avere alcun rap* 
porto con u«a linea, né con ana auperfìcie • 

S E Z I O N E V, ; 

Deir equazioni Finali , e della loro Sede • 

1125. Equazione finale dicesi quelTequazione a 
cui si riduce (a soliszione di un problema » dopo 
che si sono eliminate tutte le incognite possibili* 

II 25. Un* cquazicn finale può essere assorda» 
cioè può condurre ad un risultato contra^ittorio » e 
questo avviene (n.ioaS; quando le condizioni del 
problema 9 da cui è derivata, involgono qualche 
contradizione . 

1127. Un' equazion finale può essere anche iden- 
tica » cioè* tale che i suoi termini si distrugga. 



■no vfcebdcvoimcnte «pef qualunque vaiare dell'in- 
cognita, ecmepcr cs.° ax^ -^bx^^aM^-^-bx : que- 
'sto significa, che qualunque valore dell* incogni- 
ta , che vi ha luogo, può soddisftre al problema • 
• - 1 1 2-8. Qualora però s' incontri un* equazione 
idèntica, prima che siensi adempite It condizfo. 
ni Hel problemi , ^è sicuro che si è commesso cr- 
ttìre hck calcola, oppure che fra le condizioni , 
thcf accooipagnanic^ il problema, ve n*era qualche- 
duna di sup^rtìue, non ripugnami. Difitto le con- 
cHzioni di "questo genere ^'si contengono nelle ne- 
lessarle,* cioè sono ad esse identiche; debbon dunque 
'«omministrarc écir«spressjoni identiche, e fende- 
re per conseguenza idendca una deil' equazioni, 
the precede Tcquazione finale • 

1120.. Dicesi equazion finale esistente nella 
jwopria sede, à equazione irriducibile quella, che 
non si può deprime re ad un grado inferiore , con 
dividerla per un fattor razionale di -primo grado , 
altrimenti dicesì riducibile , e non esistente ncl- 
k propria sede • - 
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PARTE IV* • 

DELLV ANALISI IN CENERALE. 

i^jo. l'Anàlf*! è r arte. di «coprire., mediao- 
•<c d^ gepcTiati ingcgnoshsimf faaiocibj le più ^u- 
"blimi , e recondite veriti, di curala d^toun pco« 
porzìonato nuniero df rapporti à quaotit^. cogititt. 
Queste verità sodo ciò r che'^roprramente dicesi 
problema. (*) Per ' procedere . al discoprimento di 
queste , suppoa^ella cognita , ctò che Ic^vien prò* 
posto a trovare , ed espriiiie per conseguenza sdgc» 
braicamente tutte le condiziooi che acconipagax 
00 il problema , qtiasi le volesse verificare ; quindi 
procede risolv^do , e conàbinando i gii espress? 
rapporti , finché giunga ad ottenere ' ugualf a 
quantità cognite le quactità tercate , dopo di 
che rimane sciòlto il problemi^, là questo poi 
saggio oltre modo , e mcrav^ig;liùst) è il suo ope* 
rare • Si avanza essa con «n^occulta 9 ordinatissima 
serie di raziocini; lega le idee a semplicissimi se- 
gni 9 e solleva in questa .maniera gif sforzi della 
memoria , e delPimmaginazione , che sarebberor ia 
altra guisa «ndispejasabllii furncM con uéa sagace 
combinazione de' suddetti segRK , an^' Ibgar^ggia 

(*) Z;*()ggft/To iv^atUnquepTobltma si ridàce^ é. 
uno di questi tre 1.^ O sotto date una , piA hudn» 
titd j e si cercane tutte , alcuna lato praprietd t 
2.° O sono date ma , a pi4 proprie td , e si certa* 
no le tfuantitd alle quali convengono • j*^ Q sonB 
date una , pia proprietà con una , ò più qmntiti^ 
ù si cerca se quelle convengano a. queste. 



istituisce* il più decisivo , e significante , e sMnof- 
tra cosi , con uti» destrezza la pia concludente ad 
avvicinare i rapporti delle quantità cercate con le 
quantità cognite, fiticbé giunge a ravvisare .svelata- 
mente la richiesta verità . 

*i 13 !• .Per una strada ofipòsta si avanza la sin- 
tesi. Essa parte da una proposizione cognita : da e»- 
sa deduce delle successive conseguenze ; queste 
iosietne le combina per derivarne del Tal tre , e cd« 
il prosegue componendo, finché trovi per ultimo 
conseguente la verità proposta a dimostrarsi • 

Vediamo un esempio di ambedue i metodi • 

Data una linea ^B (Fig.^SyO si ditnanda di pro^ 
Vangarla in C, cosicché ne risulti ^CBzzAB^ ^ 

Soluzione analitica . Sia BC il prolungamento]; 

Jwichè ^CB:i4BC^BC^ (Geom.) , saA pure 

^BC-\-BC^=u4!B^ ; ma fetto BDziBC ^ risulta ..•...%. 
^B^=^MC-^BAD ; difatto sia 4B^a .BCsx , e sarà 
*/dri)=fl— Ar,ottde ^B^=a^=aX'j"a(a'-^x)AABC^B*^D; 
dunque BC^ > o BD^:tB*At> , e perciò la retta ^B 
deve dividersi in media, ed estrema ragione. 

Soluzitme Sintetica ^ Dividasi /^B ia media , ed 
estrema ragione , cosicché AD sia il semmcnto mi- 
nore 5 e JBD sia il maggiore: si prolunghi /^5 in 
€ , finché sia BCxBDf essendo ^C^ , cBD^::B^D 
per ipotési ^ aggiungendo ,ABC ad ambi i membri, 
« avrà BC^-^^BC^zB^AD^ABC^BÀD-^BD ; ma 
M^-\^/iBCsiACB , e BAù -f ^Bhcz^B^ % dunque 
^ACBs^B^ , come si doveva dimostrare^ 
^ iì$i. Scoi. Quanto é adattato il metodo Ana- 
litito al discuoprimento delle verità, altrettanto è 
il metodo Sintetico a ciò insufficiente. Il di lui 
piimario oggetto -é di sottoporre a dimostrazione le 
verità trovate per iVnalisi » 



Si0 

Questo però, the che élicatitìgfli amatori del Pan* 
tichicà , egli è un misero pucolo di un ingegna » 
che non cura di sdcrificare ad un infèconéo Umpd 
di più vivida i>er8UasÌQne i sudori, che deve «par* 
gere nelrincercò tentativo sintceico; e che occupa^ 
ti essendo netiVlaalisi , potrebbero procurargli uat 
serie più. estesa di cognrzioni ; , 

Le scoperte Maiematiche sarebbero state senza 
dubbio più . solltcke , sé non si fossero divagati 
gr ingegni di parecchi grand* uomini à ricercare 
delle dimostrazióni ^ che niente a}nferiscono ad 
estendere le umane cognizioni , e niente rendono 
più sicure le verità analitiche é 

Due aono gli ubertosi], amplissimi rami , nei 
quali si divide TAcalisi • Al primo appartiene 
TAnalisi determinata; T Analisi indeterminata al 
secondo • Di ambedue passiamo ad occuparci se* 
riamejjte- • , , * 

C A P I T OL O 1, . 

DelV /inalisi .algebrica Determinata . 

113 j. L'Analisi che determinata si appella , ha 
per oggetto Io scioglimento di quei probkmi, i' 
quali sono accompagnati da tante condizioni ,0 
rapportr, quante sono le; verità incognite, che in 
essi hanno parte • ^ 

11^^* ScùL Le condizioni Ache debbono acconi* 
pagnare un problema, conviene, che sìeno di un 
preciso, e specifico significato, altrimenti, essen- 
dp di un Significato genfirico. solamente , non ba- 
stergherò a rendere il problema determinato* Ec- 
cone un esempiQ . . ^ 
Sia proposto a trovarsi due numeri tali , che il 

*qua« 



^adr«to' del f rimo eangitinto col gecondo sia un 
quadrato^ ed. il Quadrato de\ secondo congiunta 
eoi primo sia parimente un qu<(drato.. Chiamando 
X j td y \ due oumcW cercati , è manifesto che si 
dovranno avere le due equazioni x^-^y^a^; y^-^ 
»xb^. Quette riscioUe eoa quaJun^ue metodo debbo* 
80 sempre dare una solucionf^ indeterminataf^j^erchè 
come si vede , nell'espressioni di; x^ edy debbono 
aver parte i quadrati iadetermÌAad' a^j t b* . 

la generale, quando fyz le ouiidizioni .abbiasj 
che una determinata /unzione di una ,. a piCi in^ 
oognite debba esseire oguftlt. 9d i|a rettaagolo^^ « 

ad una potenza a^ > ai} usa radfce a^ &c. dgve n 
sia un numero determingro qualunque > se le con- 
• dizioni sieno ^anteqoaate sono le incognite, i! pro- 
blema non potri essere <leterminaeo . 
' ili 5. Dupò aver acquistato una chiara, e di- 
stinta cognizione dello jstato, -e della natura della 
. questione 'tre sono le oj^erazioni principali , che 
debbonp dirfgere l'Analiìta «ella soluzione dei pro- 
y falerni detcrminati . ; 

i.® Ch.» si imponga una gfusta denomfnazionc 
•.alle quantica tanto ^Cogoice , che incognite, 
• .' 2.^ Che si dia una conveniente espressione alle 
condizioni proposte. 

ji® Che si scip'gino requazfoni ottenute j me- 
diante te suddette espressioni . 

nj5. Dovendosi pertanto se iogUere un problema 
•SI deve injomifìciarc dal fere un maturo esame suU 
lo statole sulle proprietà det medesima, svilup- 
pandone con destrezza le condizioni , che lo accom- 
pagnanj ; ed infiicti,. siccome non può T amana 

mcnir 
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mente procedere a ^ilCuó^rlrecièehe ignora , che 
per mezzo di ciò che 6a 9 non Je rimane altra gui* 
da nella ricec'a^ 4i qualunqne verità occulta^ i.. che 
ragionare quanto richiedasi , su i ^rapporti, per cài 
<5S4, dipende dtk prìncipi cogniti • 

r*ii37* Inteso is^attamence Io stato preciso del « 
la questione , ad oggetto di poter ^ contemplarci 
quasi riuflitd^ in un sol punto djvi«Ca, tfitte le re- 
lazioni delle quantità che hanno parte nella que- 
stione » coovien. dare ad -esse unV adattata denor 
minazìone, rappresentando con le prime lettere dell* 
alfabeto le qUafltità cognite, e le incognite co» 
le ultime lettere del Tnedcsimo ( avvertendo di tìon 
moltiplicare senza necessità il nuinero dell* inco- 
gnite) e si debbono* tradurre in linguaggia alge- 
brico tutte le condizioni proposte , q^asi che si 
volessero verificare ^ oal che l'avvedutezza , e la 
perspicacia' sol tanoi possono esser dì scorta • Ciascu- 
na delle condizioni essendo cosi j^spr èssa» dovrà somr 
ministrare un' equazione > e perciò .essendo il pro- 
blema determinato , si otterrannp. taot'equazioai 
qiiadto s0tìi} la,condizioni ^ o aia quante sono le 
incognite. OtieBQte queste 9'' tutta sì deve rivòl- 
ger ; la cura a ridurre., tr^ipruiare , combina- 
re , e paragonare le ottenute ei^uazioni , onde esse 
diyenjjano suscettibili dei m^^ddi dell'Analisi . Ciò 
fatto, altro nKjn rimane che scioglierle mediante i 
metodi che si eaporranno, per dedurre i valori dell! 
incognite soddisfàcentiatlaquestiane*.' 
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SEZIONE!. ^ - 

Della soluzione deW equazioni di prim9 grado • 

1138. Equazioni di primo gfadci sono quelle. 
(if,72;) in cuf la potenza dell* incogn ita non su* 
pera V unità. 

Là fbrmola generale di qaest* eqitaaioni è ...•• 

àX±ìpro , ò dividendo per 4, e facendo— r^^ .... 

a *' 

x±2jso . E' fJicile poi a vedersi che a questa 
Sì riduce Tequaaiione ar"*dbtoo , perché facendo .... 

m 

\/p=:(l SÌ ha A? t±! qzso 

113P. Per riscioglier quest* equazioncr nel caso 
di una sola incognita , basta sviluppare Tincognita 
dalle quantità cognite da cui ella è affetta, secon- 
do ciò che si disse al ( n. f6. e laf .) per lasciar l'in- 
cognita sola in un membro e n^lPalcrosolc quan^ 
tità cognite. Ecco un esempio • 

1140. Troblema . 
Militi^ pars quarta fugìt^ pan quinta perewipia est ^ 

Capthasque manusportìo sexta dedit; 
DuX numetans reliquos , reperii bis mille trecentos t 

^izro quot adpugnam duxerit ante^lros . 

Soluzione. Sia r il numero dei soldati condotti^alla 
l)àttagh'a, e si supponga già noto. Affinchè*tfsiail 
vero numero soddisfacente alla questione, a teno- 
re delle condizioni proposte dovrà essere 

1 < I ' 

;r=:— ^ +7" *+T^^**3^^> *^ tolgano le frazioni, 

con moltiplicare ambedue i membri per il prodotto 

dei denoc^inatori ^. 5. 6. ^ xao, e si avrà •••• 

• xao 
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1205^^^4^-1*23^^- iWf 'quindi (120-74):^ .• 

=: 2300.1 2Q« ,cioè ^6xzz 27^000. 9 ed AT «»,»•••••••«•• 

2*75000 ..-.»., ' , . 

1^ Z — =6000 • Digito 

40 

6000 6òbb 6^00 "''^L * 

4 ^ " • ' -rj-23oa.. 

s(?ooo , come richiiede il problema;. 

Si puè dunqW repder ta soliizione come segue. 
Ikì» secufn sex mlh wòs in prslìa. frìmum 
' ÙMMÌt ; captfvas mille dedere manus .. 
Snnt in canflictu bis. cenium , &' mille penmftì 

Ep ter quìngenth corripneH fygam . 

ii^i. Ma sieno proposte 1» equazioni con m 
incogn/ce, tutte di priiqo grado, e -ngn mo/tipli-. 
cate insieme . 

' Met. L* (,ved' ». 1042.. ) Date m equazioni, ed 
m incognite , si .prenda il valore di un'incognita 
da un^ equazione qualuncjue è si sostituisca nelle 
^Itre m^^ì cquAzipni : si avranno w—*i equazio- 
ni, ed m, — I incognite >; .da una di que.st! equazio- 
ni si 4^duca .il valore ^di una (Jellp j»— ri inco- 
.gnite V. e. si sostituisca n^llealtr; w — 2 cquazidni* 
Si otterranno w^ — 2 equzioni con «f — 2 incogni- 
te;^ SI prosegua T operazione , e si arriverà ad ■ 
avere atia $oU equazione con una »oIa i.ncogaita • 

U valore di lai incognita, chq si conoscerà f^ 
cilmciìte, si sostituirà in una -delle due preceiieji^. 
ti eqiiaajioai'a due incognite , e fi conoscerà, cq- 
«V una seconda «incognita • t Valori delle due fai * 
cognite, trovate s^ sostituiscano in una delle tre * 
equaziotif precedenti a tre incognite # fe si cono- 
scerà una terjza inco^ita« Si prosegua nel modo 

/ "* G «tei- 
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sxfis^ ^ c SI tcovevÌL il valore di ciutvLtii taeagoi* 

ta* Pcrvederne qualche es.® sia proposto • 

1132. ProW. Data la somma » e la differenza di 

due quantità qualunque, trovar ciascuna di esse* 

Soluzione . Suppongasi di cònoiccrlc-^ e su:t(a 

tuggiorc ,jy la minore . La somma data essendo ji\ 

e J4 differenza essendo b , qualora Jr > ed j^ siencf 

le quantità realmente soddisfacenti al problema 9 do* 

vra essere ^-\-y :ra^ ed ^— ^=6 * . 

Dalla prima ri deduce - ^=4— *y ; questo valore 

si sostituisca nella seconda, e si vìtk 4^^ zy aò 

e mutando i segni > e trasponendo « , 3y:r<t— ^ 

rf — i 

e pprciò yz:"-*** » Si Costituisca per y questa va- 
a 

lore io una dell$ due primitive, equazioni', per 
^ IBS..° nei la prima , i? sì avrà ^4- ' ' t:: rf > o lia... 

i^« ^— ""7^-=? "^ • Beco dunque che le due 

quantità ' richieste debbon esser tali» che la mag»- 
giore sia uguale Illa metà deHa somma, e della 
differenza i e la minore uguale alla metìt delU 
ìiomma^ meno la metà- della differenza, il che, 
non solo ci rfà la soluzione rictiiesta. > ma ci som- 
ministra ancori la regola generale di sciogliere qua- 
lunque problema di questo geittre • É' questo ii« 
saggio del I^ eccellenza i e d'ella rfcchezza dell* Al- 
gebra * A differenza delle altre Discipline sembra 
che essa ambisca di far pompa della propri* 
'fecondità • * ■ ' . 

,113^. ^rohìemàt»^ Dati tr^ma|si dì metallo'» 
tottìposti di "oro , argento /©^stagno , nei prima 
tìeì tjualr èe quàntica relative dei metalli comjjoéi 

nca* 



nentì sieno nespettivatnentc a^ b^ a nel fecondo 
le medesime quantità /elative sieno (C > b^ $ r' , e 
nel terzo finalmente sieno ,.-^** 9 A'! % f'' y si di- 
manda quanto si debba prendere di ciascun mas- 
so, perchè le tré porzioni prese da ciascuno es- 
sendo fuse insieme , formino uit quarto masso , 
nel qflale le 'quantici relative dell'oro , delIV* 
gcnco j e dello stagno sieno respcttivamente coms \ 
m y n 9 p • 

Soluzione. Dicasi O ì'^oro , .^ l'argento, ei 
S lo stagno • Nel primo masso le quantità dei me- 
tal i. saranno aO ^b*yi-j-cS 9 nel secondo saranno.^» 
tf'Orf J't/^-ff»^ , e nel terzo ^''0-fi'.'^-^^'»5* 
La porzione da prendersi dal princro masso sia :r, 
quella da prendersi dal ierzo sia a j siccome ;r,y,.« 
debbon esser frazioni, la porzione da prendersi dal 
primo sarà axO {-b^^-^cxS ; cosi quella da prefi- 
dcrsr dal secondo masso, s^t)l a\yO -^b^y^-l^c^yO 
e quella da prendersi dal terzo , sarà^...-,..........*^. 

4^ì«0 yb''^z>A~{-c^'zS . Ora queste porzioni riuni- 
te insieme, debbon formare un quarto misto, nel 
quale abbiami i metalli nella propor2i<>nedjj»,» ,p 
cioè abbiasi mO-^thAJ^pS . l 

Si deve dunque aver l'equazione ,.w... ..*...v.*-*,. 

éLxO-\-a'yO\'a^'zO-^b»!^'{-b^j^-^b'^z^'^cxS-^,. 
c^:f$^c^'zS =:mO-\'ruA'\-pS : cigé %\ debbono averfe 
le tre equazioni iixO'\'a^y0^a^^zO:=:mO;bx^-\-b'y^ 
■^b^'%A:zn4 ; cxS-^-c'ySJ^i^'zS^pS...^,^) 

Dalla prima si ha x s :^— 5. questo- va- 
lore sostituiscasi nelle altre due eqaazidoi», e di- 
verranno della forina ...,.•» .•%-«mtM»#....*..#.*..^ 

G z hm 
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Dalla prima di querce si deduce ••; ».,é 

an-^bm-^ ba^^z-^ab^^z 
y=: ab^^^ba^ ^ ' questo valore si pon- 
ga per jf nella feconda, e si avrà., 

^a^'cz^a^c^n^abmc^-^a^^'bc'z^a^'k'z-^ac'^z^.. 
fa{ab'—ba^); 

Il valor di 2 dedotto da quest'equazione si ponga 
io una deir equazioni (B) , e si avrà il valor di > . 
Ottenuti cosi ^ , ed 3^ , si pongano tali valor* in 
una dell'equazioni (^) e si troverà finalmente il 
Valore di jt, con che sarà sciolto.il problema . 

Metodo II. Si deduca il valore di una medesi- 
ma incognita da ciascuna delle 7^ equazioni ; que- 
sti valori si eguaglino coppia a coppia , finché 
6Ì otjenjano w-— i equazioni : queste conterranno 
m — I incognite; Da ciascuna di quest'equazioni si 
•deduca come sopra il valore di una medesima in- 
cognita . Per mezzo di questi valori si formino 
nt — 2 equozioni ; e sarann' esse dotate di nt — 2 in- 
cognite; si prosegua la stessa operazione, finché 
«t giunga ad un'equazione sola affetta da una sa^ 
la incognita. Si* deduca il valore di essa, e si so- 
stituisca in una delle due equazioni precedenti a 
due incognite , onde ottenere il valore della se- 
conda incognita, che nella medesima si contierre • 
Si sostituiscano i valori delle due incognite tro- 
vate in Una delle tre equazioni precedenti a tre 
Incognite , onde ottenere il valore di una terza 
' Incogniti, -e così proseguasi finché sì ottenga il va- 
lore di ciascuna iflcognita, Es*'' sia^proppsco il 
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'.iTj-f Troblema . Dato un masso di metallo com- 
pósto, di due specie date dì m.etallo, per «s.°di 
oro, e di argento', si domanda, quanto metallo di 
ciascuna specie entri nel comportò ^ 

Solusiìone. Si determini il peso di tutto il mas- 
so, e sia 6; se ne determini la solidità, e sia a,. 
Il peso di una misura cubica , per esempio di uà 
pollice cubico di uno dei metalli sia r , e sia i 
il peso di un^ egual misura cubica dol secondo • 
( Pesi che dati i metalli possona sempre tro- 
varsi ) . Posto questo , il numero delle misure cu- 
biche del metallo, di cibila misura cubica scelta 
pésa r, dicasi .r, edy il numero delle misure cu- 
biche dell'altro metallo , che per ciascuna misura 
cùbica pesa rf. Si avrà primieramente vr-f-j's^i; e di 
poi si avrà ..•..cAr-f-4y=^» Dalla prima si dedurrà 

b — iy 
;r=ftf— y, e dalla seconda Jrcr"-j^; quindi, parago- 
nando questi, valori si otterrà requa;;ione m,—...m; 

(Uy^""^ . Di <\\x\ac — cy=A^y , e dy^cyzJh-^ac 9 

on^e y = 'd~c ' P^'^^^^ ^^a^y:^^ \d^c) =^ 

ad^^b . 

TZ^ * Ecco pertanto ritrovate le formole genera'» 

li di X edj^, soddisfacenti a qualunque problema di 
questa specie^ Si può anzi di più dedurre di qui 
la regola . generale di sciogliere qualunque pro- 
blema della specie , dì cui si tratta .• Essa è la se- 
guente . Per ottenere la quantità di un metallo si 
moltiplichi il numero delle misure cubiche ditut« 
ta la massa per il peso di una misura cubica delT 

altro 
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«Uro metallo; da questo prodotto si sottragga il 
peso dei .iDÌsto,esi divida il risultato perla dif- 
fereaza del le gravità specifiche . per ottener la quan^ 
tità delP altro metallo , si moltiplichi il numero del- 
le misure cubiche di tutto il masso per il peso di 
una misiira cubica del primo metallo , e si divH 
da il residuo per |a differeaia delle graviti^ speci- 
fiche • Questo è precisamente ciò che in arim- 
metica àicfiii regola di Alligazione. Eccone un at* 
tro esempio r 

Il lì* Trohlema . Dato il prezzo di due misci- 
bili » si domanda con qual ragione si debbano io- 
«teme mischiare, affinchè il misto si possa vendei 
re ad un prezzo dato • 

Salns^oue^ Uno dei miscibili sfa M, e per ciar 
icuna misura vaglia e^ T altro dei miscibili sia ^^ 
e vaglia per ciascuna mìsursi d ; se un* egual mi- 
stura che risulta dal misto di essi debba valer w, 
si avranno Tequazipni x-^y^i , fA*-|- ((y =w , dó- 
ve i è la misura j alla quale si 'ragguaglia il 
prezzo. Dalla prima si haA?=i.jf,e dalla secon- 

m^dy f m-dy tn^c 

da^:? - i quindiiljf:= , e perciò jts" ^ — " , ed 

^»- y-^Tc) = izrc=-;zrr"'' •••-*•"• 

( secondo che rf è > ò < r) . Da queste formole si può 
dedurre ,c^i?^ sopra , la regota geaeraie per la so^^ 
tu;9Ìone di tutti i problemi di questa specie a 
due incognite . 

Metodd IH. Si faccia uso del metodo di eli* 
fii^a^ione esposto al «, 1041, esiótterrannoeguaU 
ojen^ i valori di tutte le iaco gniic 9 e con ciò la 
sQlti^ieee del prohkuu • 

113* 



fij5r SfùL Alle volte giova perja «otuzìcto^ 
dei pro!>leiiii di primo grado, ricorrere alla n*^ 
gola di Falsil Posizione . Essa infatti procede con 
ttti temaicivo cosi pronto, e concludènte , che I4 
Geometria sublime, T Astronomia ed altre parti 
della Fisico^-Matematica non i$clegiiàno di ricor* 
rere a lei j cotue ad un espediente sanmaimeirtc 
yantaggioso , Ecco i principi sh ì quali è fondata» 
La Fal^a Po&UioQe semplice , parte dalP ipo<* 
tesi che una determinata quantità soddisfaccia al prò- 
Wema ; riprova per mcMo di e^a le cor>4iziond del 
medesimo], e qualora non rimangano verificate, 
come succede generalmeMc?.' inerendo al principio, 
che due quantità qu^tumque st^ODo fra dr k»ra 1 co* 
me i loro molteplici , e summolteplici omòloghi, 
istimiscc la proporzione ; li risultato 4>tiei^ttto 
pef la so9titui(!ane' della quantità supposta # 9t» il 
risultato proposto, come h quantità ^poscaalU 
qoautità cercata; proporzione da- cui $i ha imoKS-'' 
j^iatamefìti^ H' vaìore dell' ifrcojpita ^ Per da^riur 
un, esempio* 

lf|7. Trriitma , Quattro orifiz} mettono acqua 
\)e} temfN> jKesso ia uoa vasca : il primo di es^t 
h rie!i>pi(tt4>e da se solo' io 2 ottr; il secon- 
do io j ore 9 i) cera» in 5 , e4 il quarto in 6 
ore * SI demanda qvaiiCD tempo, si ricbiéde > pef« 
che lasciaikiolf stesti tntcr insieme 9 si riempiala 
vasca . -- 

Soluzìme . Detto h \V tempo cercato r IVfuàzioi^ 

'T PC XX 

ne da istituiaslè T+T+T+T-^ * *^ d**- 

do ad Af un> valore ^r ^ avendo ao rimltatò j»^ 
Sa virtù del principio addotto ^ deve aversi 3; i:;a:;r> 

onde 
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onde Sì ottiene pronlamenle x . Suppongasi dun«- 

que che gli orifizi dati debbano riempir la vasca 

• r ' 

in ancora. li primo ne riempirà', il secondo 

I II 

— , il terzo —, ed il quarto ^, edilprimomem* 

bro dell* equazione suddetta sarà.'.»..,...M««»«M«**.M«.» 
I I I I 5« 
•^4* — 'f"T'^ T = T ' ^ ^^^ P^, conseguenza 

<S ' 5 * ■ • ■ 

7- :i:: i^^^* : r e — di uri tf yo' .. 
5 

Non di rado avviene, che uba basta utìa «ola suppo- 
sizione, ma oònvren Farac una seconda .'Di qui nasce 
la dc^ia Fafsa Posizione, dr cui ecco il foidameoto . 
Se in un* equazione dtt primo grado , espressa ge«» 
0cràImcote per mxq^±:f si pocgU per h un valo- 
re 4, per ed si abbia un risultate ir | di poi si 
ponga pcrx un valore a^ , e. si abbia un risultato 
^*, è manifesto che dovrà essere xiaiipxb^ Jtta^iiptb* 
perchè i risultati variano nella ragione stessa con 
cui variano i valori sostituiti per x. Avvertasi che 
le due pfoporziopi addotte sono omogènee , CQ* 
me si comprende facilmente alternando, e si con- 
cluderà (n. 2ji)> — a : x^ — a^r.p^bip^^^ cioè: Che 
le differènze àci numeri sostituiti aL numero cer- 
cato jr sono generalmente proporzionali. agli cr. 
fori derivanti dai Bunieri .sostituiti « 

Trovato questo principio generale , la doppia 
FaUa Posizioae non ha più, difficoltà» 

. V II 
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II primo dei numeri, suppòstr sia « , ed fi se- 
condo al . L' errore derivante dalla sostituzione' 
del primo sia itt , e T errore derivatiti dàlia so- 
stituzione del secondo sia ih» Si avrà •..•...»••«.*.«• 

x^a : X — a^ :: m:» , ^ di <jul :r =: '^Hj^-^'V 

fórmokr generale , da servire per qualunque pro- ' 
blema di doppia Falsa Postziom , e che ci da* la 
regola' seguente. " . ' ... 

• B^egola. Sì moUiplicbi ciascimo idei due nitf 
meri supposti, per Terrore prodotto dalT altro ,.q 
€1 divida la differenza di questi per U difTeren^^ 
,2a degli errori .^ . - 

iijSt Scoi. 1. .Bisogna avvertire aa segni degli 
errori /perchè se egsi fossero diverbi, essendo uno,- 
di essi errore per. difetto, e T altro per eccesiK^ * 
in questo caso una delle quantità .m y n sarebbe 
negativa » e T altra positiva , e perciò x divelterebbe 
a'i» -f- ^» 
. delia forma* x « "J"! • 

Per applicare adesso la regola ad un dempk> ffia. . 

iijp. Troblenfa.* Giocando insieme due amtcf.^ 
quello che gioca ' meglio stommette dodici ..-soldi 
^contro otto» ad ogni partita; dopo averne fatte 
dieci, r altro gli paga ao soldi 4 si domanda^'- 
quante partite abbia vinte. * ' . 

Soluzione . Suppongo che.sieno 6. : ma in questa 
caso il secondo fte avrebbe vinte -4, e sarebbero . 
stati pari ; dunque Terrot^ del risultato è —20. 
Suppongo che ne abbia vinte' 8, ma vedo ch.ein" 
qugsto caso il segnndo ne avrebbe vinte a, e sa- 
rebbe rimasto . debitore di ^.o. Dunque Terrore 

del 
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del risultato é -|- 20; Fatto questo, nella forcnolaxst 

r~" pongo 4 =(?, ^' = 8, 1» =?i— 20, ed »=+^^> 

^ Ar-8X— io— (fX+^^ — 2i8o 280 =7 

ed otteneo " = =: 

» — 20 — 20 — 40 40 

Dunque il giocatore più bravo ha vinto sette par- 
lite : di fatto 7. 8 — 3. 12 ;::: 5d — 35 = 20 co- 
me si richiede . 

1140. Scoi. V è chi pretende di aggiungere 
un compendio alla regola data per la doppia Fal- 
sa Posizione con cercare quanto convenga aggiut;- 
gere, o sottrarre dal numera che ha prodotto ri 
pia piccolo errore > e ragiona nel modo che se« 
gue. 

Sia a^ il numero che ha prodotto il più pic- 
colo errore , ed n sia V crror e stesso ; si cerchi 

un valore y tale , che sìa a^r±ys: -^ — ^>esì tro* 

a^ m —- an . a^n-r^an 
vcrì:±zy=z „ —a^^———, cioè 

J^ =: rt: . Ma è questo 'poi un compendio • 

ovvero un prolungamento di calcalo? Si vede a 
prima vista., che non si può dir compeDdio quei 
metodo che per essere adoperato ha bisogno del 
metodo priocipale a cui serve » 

1141. Dal fin qui detto si raccpglie , che i pro« 
blemi di primo grado si possono risciogliere con 
quartro diversi metodi e sono L ' La sostituzione 
dei valori di ciascuna incognita , dedotti da una 
lielle m equa;iioni date> ncir altre m'-^i equazione . 

Il» 



It, ì\ paragone dei valori di una medesima 
incognita dedotti da ciascuna delle ni equazioni 
date, e questo. ripetuto successivamente finché si 
ottenga un' equazione ad un'incognita sola, 

III. Il metodo di Eliminazione per Sottra- 
zione. 

IV, Il Metodo di Falsa Posizione semplice , 
o composta . e 

1 142, Terminiamo con proporre alcuni probler- 
mi , dei quali diamo il risultato della soluzione • 

TrobUfna i.** E' partito un corrWe da Napoti 
per la strada di Firenze 9 il quale * fa quattro mi- 
glia Torà, Un altro corriere é paVtito sei ore 
dopo da Pisa per la strada di Firenze verso Napo. 
li , e fe cinque miglia Fora : Dato che da Pisi 
a Firenze ^i sieno 4P miglia , e da NapcK t 
Firenze 350^, si dimanda quante miglia dovrà 
fare il fecondo corriere per incontrare il primo. 

Soluzione 208 — * 

Trchl. a .^ Si ha dclP acqua dì mare , che sot» 
32 libre di peso contiene una libbra di sale; %\ 
diitianda quanto bisognerebbe d* acqua dolce 9 
perche sotto 32 libbre di mescolanza si contenesse- 
ro due oncie di sale. 

Sùluzlcne .Libre 224 francesi, che sono di iS 
oncie per libbra . 

Trobhma 3.^ Avendo, un giocatore raddoppia- 
to il nìo denaro, d^ un zecchino ad wn*amfco$ 
raddoppia in seguito il denaro^ che gli rimane , e 
spende un altro jzecchìro ; si pone 3I gioco una 
terza vol{a , e raddoppia di jìuctvo il fuo dera* 
ro • Si ritrova coudimcno un solo zecchino • Si 

ccr- 
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cerca quanto decaro avesse prima del gioco . 

Soluzione • Lire xj. 8, Soldi . 

SEZIONE II. 

Della risoluzione delV equazioni di secondo grado . 

1143. Equazione di secondo grado è quella» in 
cui la più gran potenza dell' incognita è il qua* 
drato . La fortnola generale di quest' equazione è 
x^dtzBxdszCzzo i nella quale siccome quattro so- 
no le diverse tipmbinazioni dei segni, quattro sO' 
no le diverse ìormole che vi sì contengono. 

1144. Sesia £=;o , si avrà un' equazione pura 

:r'dtCr:o,e quindi x =: ^\/zipC^ dove ad x 
r.on si dà il doppio segno , perché le quattro ^om« 
binazioni di segno, che ne nascerebbero ridu- 
consiadue. Se sia C=50, si avrà dividendo per 
x\ X rzzpB . Non avendo luogo alcuno di que- 
sti casi , si avrà liquazione aletta..- 

x^tizB xdnC zzo , che passiamo a risciogliere . 

1145. Met. I. Proposta l'equazione •.,.••••« 

af*diJJ;vdbC =: o , si trasponga /'omogeneo di com? 
parazione nel secondo membro , onde abbiasi •••• 
x^:±:Bx z:: zpC ; quindi siccome s? sa che il secon- 
do termine di un quadrato , eguaglia il doppio del se- 
condo termine della radice moltiplicato nel primo, si 

B 
vede che — dcv' essere il secondo termine della 

B' 
radice di A'^db^Af-j-" ; aggiungasi anche ai se- 

con- 
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B 
condo membro il quadrato di '^ t sì avrà .••.; 

5» B^ 

x^d=£x4-' — :z:~qpC, ed estraendo la radice dal 

'44' . . , 
primo membro, che è un quadrato» si ha ».. 

B . 

xdtz —zzdb\/B^'t±::Gy e finalmente ù formola./ 

• : 4 



— d^x/^f^pC esprìmente iduè valori pos- 

14 
sibili dell'incognita x. 

1145. Dalla medesima si vede che se C abbia 
ueir equazione proposta il segno positivo , affin- 
chè i valori dell' incognita non sieno immagi- 

I 

narj , conviene che sia — 5*>C: Perciò un' 

4 - 

equa2i0]je quadratica a radici immaginarie 9 si rappre- 
senterà generalmente per x^ dtizB cos. fpx-^B^— 0,' 

perchè essendo, cos. g»<i risulta*.. « ..w^.. 

yi^B COS. 4> \ ^ 

\ — — : ) ;- (5 fnf.<p)*<5^; ovvero per........... 

x^tijjfix-\'a^r\4^ x=io , perchè risciogliendola si ot- 

/ ' à . ^ 

tiene X :=: q:;r^=t: yj— } a^^^ f : 

I 4 .. 
1147. .M^^ II. Si' tolga il secondo termine 
' ' B , ^ ' B 

dr S;r, con porre xdb^^y ,0 sia /v ;=:jfqf; ~ ; 
» . . 

«a. 



•ostituito questo valore si avri v* =p:Sy 4-— ....... 

4 

— — iC—o, equazione che si riduce ad 

*5' 

y =: "pqs e, da cui si ha y ~t±j y/B^zpC e 
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perciò SI ottiene ^ zaynp-^r: q^-^-rt: t/s 'q::;C. 

' 4 
1 148. Met.llL Sieno db^ dbè le radici dell* equa- 
zione f>ropo5ta ;f 'sbS.rdrC =:: o ; si avrà ( w ioq5) 
(^qp:;^i(^^&) — \r^qp;cj^-^tfè =; x^zizBxdbC z^ o .^^ 

identicamente . Dovranno essere per conseguenza 
eguali i coefiSciewi omologhi, e perciò dovrà aver- 
si zp(a'\-by=i =fc5 , ed ab =: db C. Dalia seconda 

C 
equazione si deduce ^ :=: !±: — , Wore *che es- 

secKlo sostituito nella prima, I» rende del/a forma 

B 

n*^5<i ^ qpC , e di qtrì a^:;:f;: — r±z \Jb^zjp C> e..^ 

/ 7 ^ 

B ' 

perciòzfri xn-^—ztt \/b^z^C ,-d'bttde si ha k formo* 

4 



B 



la gcRcrale come sopra, x=jpri ± \/5* q:;C . Que 

(4 

< St( 



/- Mo è nn metodo che richiede H prima , e perciò 
nella pratica ngn è di alcun giovamento . 

U4jh Uct. IV.'Siarfcitf la somma delle radici 
richieste, è=fc2Ì ne sia la differenza . La mag- 
gióre di esse sarà (».M 3») =db(44-*), e la mf* 

nore =: =t: <«— i); quindi (jti=4=i=;ft)(.x'q=«±:i) * 

= ;r*H=i«*+«'— **^ jf'^ldJaabCr: o j perciò sa* 
rà come sopra =p;2<t as ::fcS , «i*— ift'^ =t:C . Dall» 

prima sf ottiene «'=: -7: soJthuJtiK' questo- valor* 

Della secondar si trova + 4* ~ "T^+^C, e aiutando 

ì segni, ed estraendo 1^ radfcerf3^^:2:v/^^^l' 

4 



« . 

conseguenza -^-jt-h =: =*:: -i±:\/ B^z^C , e , 



per 

5 



4 



sto«3i>=^3t:C^4=lA'^^ d'onde 5Ìha.-« 

4 ' 
B ' ! 



2 

4 



1150. Scoi. Vi ò un quintó metodo per Tequa- 
zioni numeriche > esposto non a molto da un* Al- 
gebrista , com'e^. uaa rtsorsa .vantaggiosa , nel ca«%. 
.so, diV egli, che i coefficienti dell'equazione prò- 
poixa sieno molto grandi , e rfwionacj . Vedia- 
mo in che consista. 
. . * Su 
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Sia 1.^ r equazione t^-f-B^f+C =^o, onde si 

I , . "" 

^hhhx=: — — 5dfci/iZJ*-*.C; questi due valori 

di^ 8i mettano sotto la forma'*..,*'..,..;....^,,...»..^.» 
li-»--- 5 f i rfc i/i~4>C I . QuiDdi si faccia 

'A I -F-/ 

fi- ' ■ " ■■■ — — l . . ■■ 
1/— 4 Ccs \/i.^^. sené^^ ^ e si dedurrà fa- 

cendo H quadrato , ed estraendo in appresso la 
radice, ai dedurra dico.».. .:.•*. .. 

, 2\/c • \} C B 

€m* u4 .c=; r—-,e perciò j^^i^.^T'-M^?^^^^^ ^^^^"^ 

v/ ^ , I . ^ 

fieli' ultiflM espressione di ^ >' ^^^ Tn vece di ~ B 



e to^. A in vece diVi — '4 <^ » giacché n$ .,• 

9f '^'■^J^Ki^foù/fj ,' p soscitif^iKla i.valorf.. 
ài X— rwJ /^ , e ' di i -^ cos^'Ay na.edi4ii-j;c le far-r 

mote ^«1.4 r= 2 iTf». — 4€W.'7" « . ' 

I • • I 

«ì dedurrà :^ ^-^ taìfg^ '^«^j/c, ^ è^cotr^^i/c^ 

^ •*' * * ■ Dcter*.. 



Determinato pertanto l' arco ^ ptir mezzo dell' 

equazione sen.iAh: j^ si octctìgoDo immediata- 
mente i due valori cercati di :r . 

II. Abbiasi adesso l'equazióne generale col pri- 
mo coefficFènité 5 negativo ,^fd il secondo^ posi- 
tivo , cioè x^ — Bic^C^; é manifesto ,. che sarà 

sen. v4 z: "^^ negativo » e perciò i due valori 

^'y^i — jj„^ ^ (izpcos^ divehteranDO. positi- 
vi , e per conseguenza anche i valori ultimi 

I _. , I — 

diventeranno + tàng. — ^ i/C, lUw/,' — ^ J CJ 

III. Sia k'- terzo luogo -f' equazione 

x'—Bx — c=o . Si avri ,,„ .. 

sì faccia vA+^.«^.^^,(=: ;£j) ^ i...... 

•• !_■ •••• ••---•,■ i^/e 

=; v/ i-f4C j si .avrà tang} 'Jt =' "V-. Si 
ponga ne' due valori di jr in . vfC(»„ 4| ; — ^ , .w, . 

"'■~^.~? 5^1 i^! yece.di V^i^f-'^F-j si 

H Biet- 

/ 
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» cot. ^ \J e 
*^^** ^^r 7> ^ " avrà jrrst— 

( t \ W, vrf^j/T/ 1— f«. ^v 
^ '^COS.yii) -~^. ^\ COS. \a /=-^* 
(I-— £»X.^% 
~scnrZr)^^^ e mettendo il valore di ........ 



i^cos./i t =r±:tang.^ ^l^ e i dove sì deve prca- 
dere fi segno inferiore > perchè essendo 5 negìti- 

Yo > SÌ ha tang. oi :t -^1^— i V altro valore di 

tos. A \} Cf > I \ 

sm ui \ ^^ COS. •/£ / • •• 

ròi^^ \j C r\ \. COS. A \ 

*^ s€%, -^-A- \ COS. oi y *•••••••••• 

( X^ tOS.dK 

— —- 1 — ^ — ]5"'^J V ^ > ^ sostituendo il va- 
lore di I 4- ^^^* !/*>=:* wf .u^ v/^ , , dove si 
dee prendere (1 segno -f» perchè essendo B ae^ 
gauvo » e perciò tale anche Ung. 4 » dee risuU 

, i ' 
tar fiécailvaaftèorala tot. s •~^. 

IV, E* tacile adesso a vedersi > in virtù del 
raziocinio usikco> che essendo J'equaziojieM.».^»»**.» 



7lt 

x^-^Bx — fco altra mutazione non dev^ succedere 

mi valori di X , che la mvt^zicuie d^ fegm» e 

perciò deve aversi Mntang* "^ AyC^^^uxot.-*^^ \/£. 
E' chiaro che trovato l* arco ut per mezzo dcl^ 

equazione Ung. ^ ^"^JT'J" > [si trovano fkcft- 

meote i valori Ai x . * . : 

Si concluda pertanto, che l'equazione •• 

1 
x^ddBx-^C=:o dà Ar=r±: UMg.~i^\/€ , e per secon* 



do valore a: scp €Ot.'^^\/,C , essendo • 

MMSg. /^ ^"""^a^i ^ ?l^^ Tequazione jt^rfcff-jrfcQ di 

I __ 

per primo valore jrsq:; f^wg. ~u^ v/^ ? ^ {per se- 

itO^do valore x ^;:^ tot. ^U \Jc , osando.—. 

11 51. (Questo Metodo si può adetgp compivep*- 
der ^cilonente , non ^mt altro che iin aftifi^iQ inu- 
tile , idoneo solamente ad accrescere la difficel^ 
tàdei calcolo piuttosto che agevolarla • Esso infatti 
^^ primiframente soggetto ad una doppia appros- 
simazione, difetto non perdonabile in tutti i casi 

Ha nei 



flei quali '7"-5*tdbC siaun quadrato ; e difetto gran* 
d^'^cora .pei casi it^cui ciò nooavvcDga, pci'chè 

j —B^^c Sì ottiene con 'una sola approssima- 
j^ìone , mentre i valori di •••.•••.*.• •••••••••v* »m*.*« 

:±z tang.~^ \/ Cyt'±z coU —yi y/ C ,eccettuaxo il 



caso in cui sia C uo quadrato , non si possono 
attenere, che molcicando il valore prossimo di ...» 

tAng, — ^ y ò cot. — ^ nel valor prossimo di yfc . 

In secondo luogo il suddetto metodo richiede 
un calcolo più operoso assai di quello del meto- 
do ordinario j calcolo , il quale, non essendo pos-. 
sìbile aver sempre a mano le formole , non piiè 
asso'utamente evitarsi • 

,ii%i.ScoU Niente meno inutili -^óno^'- arti- 
fizi immaginati dal Sig. Conte FagnanK( ved. Ctf- 
logero Tom. 12. ) • Eccoli in compendio . 
•' "U^c^rtif. Sia Tequazme x^-^ax-^b^ ; sarà x^-^b* 

ib 
ì»— tf4rte moltiplicando per . 2 . , 2. • .* t.. 

ib ' ihx ^ 



=: "^"JtifT > « quadrando, e trasponendo. 



2^2 



46* 4i^^' 



a^ - 



' (x'^M^zj^ ' ^^^^^^ aggiungendo Puni- 
ta 



71 ^ 
tìt ad ■ambe4ue i membri i— -^r^ ••....«...w».. 

x^-f-ih'x^+B^* **^ estraendo la radice quadia^ 



formola estremamente...» 



e finalmente Arri| i ifc \/ 1 — 4 é.* 1 5' ..«.....••. 

compi ìcata . f 

IL Secondo Artif. A cfascun membro deirequa?- 
2Ìone jf*-j-ifc=:— ^r SI aggiunga ^bx^ owàc sia..*. 
^*-j-2fr.r-|-6*=26;^— ^jr ; quest* equazbne si divida 

per (Ar*4.2^iv^-**)(— .tf-|-.2 3)^ e si avrà 

■ • ^ - ^ •.:... 

ITTf!^ ;^ ?+^;+:^ * ^ mokiplicatida ip&r^^ 

— tf +11^ ^2"^^^ ^^ aggiungendo Tunità co- 

me sopra —-^——^^ ^ ,d estraendo la r^- 

dice 
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di«c i<M^ i\-^-f:»^J«;;:p&» «« •«««« 

sviluppando jr, e moltiplicando pei" maggior ele« 
gabsà II i tm^ieratore » e il de&omioacore di esso per 

\/— «i-f- * * » si ottiene •... fMM...M*«> 

n m Ai di vA^^"*^ i *=fc v/~-* ^-^ * /< •••••*• 

( y/n \^^ hp \/a *— 1 6 ) formoU. niente ,tìicfb« 

complicata di quella trovata col primo artifizio . 
Oltre di questo vi é ancora il difetto , che V o« 
mogeneo debba essere im quadrato, altrimenti le due 
formole di X trovate» affette sarebbe^ da un altro fa^ 
/dicale » il cbe ne accrescerebbe a dismisura la 
complicatezza. Ma è tempo di passare all'applica- 
zione degli addotti metodi • Sia pertanto * 

1153. TrobL I. Dati due lumi, dei quali si« 
la luce come m, ed», e la distanza sia sa , de- 
terminare in qual punto della loro distimia shI 
«gtfaté l*l4iteiisità<leUa laee • 

SùltUthne . Sia 99 k distanza del lume minore 
n 9 dal punto cercato ; la distanza dell' altrb lume 
ckl naedeshno punto sarà éi *^x^ Ora l'inteositi 
della luce in diverse distanze dal corpo luminoso 
4ÙL tu ra^ocre inversa duplfcata delle distanze me«* 

n m 
4esime 1 ^dunque dovrà esser Hl^ TZIIx? • ^*°* 

tanx a^n 
^*^w^*^fe^* e comprendo il quadrato, ti 

estra- 



estraendo hi nriice * « — - — -ds 4 \/ » w , formo- 

. . . Wt" "99 _, • ■ 

la la quale comprende tutti i casi • possibili ; so- 
Jft^fite Ael caso di m:=n oon può ella css^r di 
alcun uso, a motivo del risultato ioiinito che pre- 
senta: In questo caso pero ., basta osservare che 
EelP equazione ( «t—-» ) x^-^ zanxs:a^n svanisce il 
j^isio tertnine , onde si ha %anx sa^a^ cioè •««*•.« 
a 

»jr?=; *:~ccme dev' essere , 
z 

II 54, TrobL II, Data una quantità di aria den- 
.irò il barometro , si domanda T a^teiz^ » a cui dc^ 
ve star sospeso il mercurio « 

Sohzìom • Sia d la quantità di aria data 9 ^ sÌ4 
.rattezza del barometro , 4 sia la pres^iome di , una 
;colofina d' aria 9 alta quanto V afi^mosfera » ed equi* 
valente al peso di^u^a colonia di (peffcurio alta 28 
pollici « $e;rsia T aìteua richiesta del mercurig^ 
h^'-'X sarà, lo sp^tio nel quale «i.coiolerrà dentro il 
barometro T aria cercata « Ma :gH $^ai{j « in chl 
r aria si dHata, sono in r^kgton^ :r9ciproca delle 
forze che la comprimono, purché queste forze sie- 
no dentro certi limiti ; dunque si deve avere U pro- 
porzione ; • . 4 ? a — X v.b^^^x tki cioè la pressio- 
ne di un^ intera colonna diaria sta alla pressione 
tdieagitMce suirart<7C0DtenQta »el i^a^onietro , come 
Io spazio nel quale s\ riduce la sudwt'arìa cónte- 
i?uta nel barometro , allo spazio »e'l quale sta dif- 
fusa Taria data i presso la superficie della teìrra 
ptx là Iprcssione di tutta la colontia ammosferica , 
che le sovrasta} deducendo T^quadóne ti ha 



7.1^ 

x*\_ ( 5 -{- ^ ) :e =f 4^ d — É) ed "*? ...:r.....r..7.r..;.ù. 



1155. Si possono scioglier per esercizio i pro- 
blemi* *che seguano . 

TroH. I. Datala somma di due quantità , e quel- 
la dei loro cubi , 'trovar questa quantità. 

Trobt. «. I>atò H prodotto-, e la differenza di 
due quantità , trovarle ambedue • 

TrohL ^. Trovar due- quantità tali , che la lotìo 
sotpma sia uguale al lor prodotto , ed alla diffe- 
renza dei l'oro quadrati . 

Trobt. 4; Trovar tre quantità, di cui la som- 
ma sia=:«r, la scmma dei quadrati di ciascuna sra 
sri^, eia jjo^nma di tutti i rettangoli sia =:f'. 

jijtfé Per compimento di questa sezione , ca- 
de in acconcio, dare la dimostrazione diretta del 
Teor. dimostrato per induzione al (». io25.) : Che 
un' equazione deve aver tante radici positive j quan- 
te alternazioni di segno vi sono nei ^uoi termini; 
e tante radici negative , quante in essi vi sono cònsé- 
cuziooi ) e viceversa . A questt' oggetto sia 

LE M MA I. V 

Data un' equazione qualunque , che abbia tutte 
(e radici reali ,. se in esia prendansi tre termini con- 
tigui, dei qua!i gli estremi abbiano il medesimo se- 
gno, liJ quadrato, del coefficiente del termine me- 
, d'o, è sempre maggiore : del rettaogalo dei coeffi- 
cienti dei) due termini estremi * • . ' 

Dì. 



■J' J)ìp;oHrazhne • Sfai' equaziOjQC..:.M,,M..oV....I.l. 

rooUiplichi per una progressione arfmmetica,, che 
abbia zero per primo , ed ultimo termine akér- 
^nativamente , finché Tequazione principale si ri- 
duca à soli tre termini , per cs.^ai tre termini'..... 
p»;c""*»Hr^'A:'^"^4-r';c^"^:ro . Quest' equazione avr^ 
tutte- le radici ^reali (». io8p. ) ». Dividendo per 
pi^n-i ^ sciogliendo Tcquazione si ha •.. 



X =q=;^^±\/--r / q^ \* . Ma affinchè 

} "p+vi^y . ;.. % 

queste due radici sieno reali , si richiede che sia 

7^^> pT* ^'^* ^''>4P^^' > e per una ragione più 
forte q}^>p^T^; dunque la dimostrazione à generale,pef- 
clìè i coefficienti p ^ q^r^ &c. possono esser qualuo- 
que, come pure qualunque può esser la progres- 
sione arimmetica moltiplicante. 

L E M M A I L 

. Essendo f/>'>^Vdeye essere ancora A:^'>r' • 

Dimostrazione » Essendo per il Temma antecc* 
. dente q'^> /^'r'dev' t^stt Kq^>Kfr^ , e dividendo pcc 

9^\ r* > '^ ' pongasi Kp]>q^ , o sia -~p> i , e 

K q^ , ; . 

sarà molto più -^>i, cioèi:^'>y, come &c. 

Venghiamo adesso alla dimostrazione del Teorema 
proposto • ' ' ' * 

l Sai 
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*• I. Sfapwpòìsta r equazione a radica m re»H' 

x«»4-^Jf"'^'+^A?^"* &c. +Af A?n^-°-f T^^^*^-"*» 

tfcOJt^*^** 8cc.-\'Vx-\-^=:o , e questa si dcbba.mol- 
tìplicafeper il futtor' reale xj-K 

Caso i.^ Siedo i segni tutti consecutivi . In qae* 
sto caso è manifesto che i segni dopo la molti- 
plicaziond p^rAr-[-K, debbono rimaner tutti conse- 
cutivi, è che perciò nelTequazionc risultante dot- 
81 avere una consecuzione di più» 

Caso iJ° Tutti i termini deli' equazione data sic- 
no dotati di segno alternativo , onde aébiasi f è- 
quazionex^"— /«x«-«^iJxW-^^Cic«'^4-i);c"^"^ 

Questa essendo moltiplicata per jr-^* diviene 

In' questa se nessun coefficiente dei termrtti 
omogenei sottoposti suppongasi maggiore del coef- 
lìcfente sovrapposto , rimarranno nelP equazione tra- 
sformata nt alternazióni , e si avrà di piii ura con- 
secuzione negli ultimi due termini. Se poi uno dei 
coefficienti accennati sia maggti»rédel cot-fficiente 
sovraposto, per es,^ se sia K^u4 , sarà perciò..—.—».» 
K^>B , ÌCB>C, KC>D &c kP>^ ( Lem na 11 ) : 

^Sl avrà per conseguenza una consetuziòiie nei pri- 
jxiì 'int termitii » persistendo tutti alternativi i $c^ 
gueriti . 

Lo stesso vale se Kjì sia >iJ , e »on *>«^ > ^ 
cosi in séguito • 

Caso .3.^ Qaalora finalmente sieno miste le al. 

•itt'naifbtìi, e lecbnsecuzfoni , si dispongano i ter- 
mini in; modo , che le alternazioni procedano tutte 
d! èe|ftitò , e che di seguirò ne succedano lecon- 

secu* 
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9ttùl\otf\ i réqdMiom* basendo a'tlotrà d'sllia forma 

fatta la fnoltiplfcaàione per x-^K diviene *>• .* 

In questa trasformftta è manifesto che se nessuna 
dei coc0cienti dei termini omologi inferiori j cor- 
rispondétiti kWè alt^rnazfodi, si «apponga mag- 
giore del cosciente saperiore , ie aiternazb- 
Di dovranno rimanere le rhedesiine , e che si ac<» 
i^uisterà tttia consecoaione di più per cagione dei 
termini di segno consecutivo , appunto come si 
vide dovei* avvenire nel i°, caso. 

Sia dunque utio dei coefficienti inferiori maggio: 
re del coefflcicntfe superiore che gli, corrisponde^ 
e sia per es^.K>^ ; a:^ sarà >B , KB>C &c* co- 
sicché si acquisterà una consecuzione nei prit^i 
due termini , riman^tido alternativi tutti i susse- 
guenti fit)o al t^. dei termini affetti da aegao 
consecutivo • Ecco, dunque che se si moltiplichi 
un' equazione qualunque per un fattore x-^K* , la 
risultante deve acquistare ima consecuzione di più 
nei segni • 

IL Ma c(«al aarà la mutazione dei ^egni» 
se facciasi la moltiplicazione per x — K? E' facile 
a vedersi che tutta ia mutazione dovrà consistere 
in una variazione di pia • Di fatto , baata osservare^ 
che mutando i aegoi nei aiti pari delP cquaai^^M 
proposta , e di poi facendo fa moltipUcaziouc ptf 
x-{-K , la riftuliatifte deve aviere , por la dimostra- 
zione addétta una com^ecuaioiie di più di quclkt 
che aveva ftìMftzi alla moltiplicaziowe . Si mutine 
dunque i segni di nuovo oei siti pari ; ad ogr 

gciw 
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getto di resticttirela primiera qualità alle radici, 
e si avrà una variazione di più di quelle , che 
si avevano nella proposta : perchè se in un'equa- 
zione il numero delle consecuzioni stia a quello 
delle variazioni : : m : » , mutati i segni nei si* 
ti pari , deve stare il primo numero al secondo 
i i n ; tn 

III. Posto questo , siccome un* equazione 
qualunque altro non è che un prodotto di fatto- 
ri della forma x:±zKszo(n. lOoS.) ; poiché ciascun 
fattore composto di radice negativa , come x-j-K^o 
produce una consecuzione , e ciascun fattore di 
radice positiva , come x-^A^so produce una varia* 
zione , si può concludere generalmente , che un* 
equazione, le di cui radici tutte sieno reali, de* 
ve avere tante consecuzioni nei segni de* suoi ter- 
mini , quante ha radici negative , e tante varia* 
zioni di segno , quante ha radici positive e vi* 
ceversa^ e questo è ciò , che. si doveva dimo* 
strare • 

SEZIONE. IIL 

- Della Soluzione dell' equazioni di j^. grado , 

1157. L'eqiiazioni di terzo grado , essendo ri- 
dotte come SI conviene , e. prive del secondo ter* 

mine % si riducooa generalmente alla forma ••••• 

x^:±rfx±iqs:o 

1158. Il primo che ab|}ia data la soluzione 
di questa sorca di equazioi^li , vien comunemen- 
te riputato , suir asserzioeté del Cardano , Scipio- 
ne Ferri di lui scolare; sanno però i piii accorci 
essere stato il Tartaglia • Esso espose la formola 

di 



di una tal soluzione ,- senza, additare il metodo 
con *^cui l'aveva ottcriuta^ Sèmb¥a etìe uà tal me* 
todo , come lo assemce ancl^ M. de la Grange 
(/^ni deir AC€. di BerLijjojy debba essere stato 
quello , che vende adoperato da M. Hudd. Ques- 
to è H -seguente . .' . ^. / 

Met. I. Essendo proposta l'equazione ..! 

x:±pxdt:q=:o , si po^ga x:^yl^z\ Sara 

^y^-^-Syzx-j-z^ i e perciò ^;«^^— jjy^ir— ^'^--'is^-S • 
Quest' equazione è della medesima fbnua che l'e- 
quazione proposta > ed inbitre è ad essa identica*' 
mente uguale, a* motivo detlà ^supposizione ài.,.. 
^^-f^^.'Si può dunque fard il paragone de' còef- 

'^ ' ' ' - ^ - --.^ ■ p r./ _, , 

ficiciKi,e siha ^j)f2r=sHb^, cioèjfij=qp--",y-^2^==pf> 
di doye moltiplicando per y^ , si deduce .\f'j. 

J^'^z^y^=;::f:qy^ i mzy?z^=:=p: —, -dunque .J... 

y =fc^4y^:?^:^ao, equazione derivativa di secoii- 

do gradordalb quale si ha *•..; ,. ...; 

q L ^ 
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e 2^=;^=^— j-^^p ~-=^x/dbfri-\.q' , e perciò 
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liti)- Q]%<i«ta/forjn9(^a4, oggetto df adop^r^ffn 
con menci it^c^^oda giova rid^rU ad un^ form;i 
più «emplice . Que&ta ridu^zion^ . Sj P^à effettuar 
fifccilmente co« . f^r^: il/^oefl^cieqtc d^i .5®, termi- 
ne =:: 3/> , e romogeneo =: 2j Con questo * infat- 
ti essa caltene della forai^».*«^^#^...«M M^.^f^. 

3 ,- j — — — L.I 

Di questa noi Taremo uso nel (a pratica • 

ii^o.. Il principio fondamentale di questa soln* 

2Ìone consisté in questo , che 'sottitui-to y-^-z in 

luogo di ^ ocir qquasione propostosi ,( di tutte 1^ 

combinazioni , colle quali T equazione risultante 

y'\-h3y'^^-\^iz^'^-^^^'=^p^'=^py^ì^^ si può dir 

viJefe in due equazioni , per fissare il valore 
dell' indeterminate y , 2: , si debb^ scegliere la 

combinazione , per clii si hanno T equazioni 

3y^^-\-^yz^ *±:py±ipz:zofi^-\-y^Ttiti^ . Inf4tti 1% 
prima di queste si riJuci; alla forma .•••..^«•••.•.» 

P 
fzy(y ^z)^i^p{yf.z)ghQ dà >s=±: "^ ?ome ^p» 

punto si è trovato nel paragonare i coefScien* 
li del^ terzo termine ; e la seconda è la stes- 
sa 
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sa equazione trovata con paragonare gti omogenei 
ài comparazioni? » Sj sceglie <jue&ta combinaziouc 
in preferenza delle altre, perchè somn[iinìs^a un' 
equazione di secondo grada , dà ^ur &i hsmao i 
valori di Zy ed ^ , e con cià quelli di x il 
che non avviene se scelgasi un* jil tra. delle possi- 
bili combinazioni ) co» U quali si può dividere 
Ih due equazioni h trasfirmafa suddetta. DaUi 
soluzione addotta %rm ;un altro Meto()o più 
semplice , ed è il seguente'. ! 

Mef. II. Poiché si è veduto 4over essere 

>2=di j-, «la 2 « £fc - » poiigasi *=y;^~; 

•si sostituisca, est avrà la. trasformata che segue 



»7 4 " 



y=:^ i\ ' e finalmente ,.. 



I »^ 4 



V a? 4/ 



*7 4< 



7H 



•T* ì' q , * 

= v^ /q= ^ v/=t/>H-^?V,.; — ................. 

\ '' ' i7 4/ . ', 

I ...... -Il 

,,.,ii^;» ,Qi.^^^^^ ^ '^ forinola detta volgarmeo- 
tédi Cardano; essa è mariiicsto che presenta vliùl 
sola radice dell' equazione cubica . Per ottenere le 
altre due ràdici , sì divida T equazione ipotetica 
^J.-.^3yjc:r— o'^-^^^^o perii suo fattorcr^jy— ^ssó-^ 
e si avrà: x^r^{yJ^z)x-\'y'^z^'-^z^o dalla qua- 

I I 

le sì ha AT := db - (jy— 2) yj—^ 3— :r'(^4-^>, va: 

-—2 2 

lori che danno le altre due radici richieste . Fac. 
ctasi infatti la sostituzione dei valori di y y^ di 
<s , e le suddette espressioni diverranno •» •• 

* • Nella pratica» dopo aver trovata una radiCfe 
m , basta dividere V equazione proposta per M±im ; 
V nel 
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nei risulcato sostituire il valor di i» , e quindi 

estrarre i due valori del T equazione quadratica. 

Met. 111. Si tolga col Metodo di Eliminazipne 

di M. Tschirnaus espoatoal ». 1081 • il secondo , ed 

il terzo cermi.-jc dell'equazione cubica proposta, 

con porre x^=: bX'\-a-^y . Fatta la sostituzione si 

ha la trasformata esposta al num. sud.° , ..♦•..^m,*^.^ 

^^d2/^,^dr/^jy±C=a. In questa si facciano .^=:o , 

e B-Oy e da queste due equazioni si deducano i va-" 

lori di ^ , e di 6 . Cosi T equazione in y vien 

ridotta alla forma y^dtzc =:Oy la quale dà subito 

le radici \/z±:C , oì^±::C , et'» (/db C , essendo 
I » flt, ed flt" le radici cubiche di I5 o sia dell'e- 
quazione pura 2^— 1:^0 • ^ 

Fatto questa , pongansi nel valor di ..••• 

'';"-a^+y^ma+n-^b^ ^ ^^'°" ^'^' edi i, ed 
i tre valori di y , e si avranno immediatamente 
le- tre radici dell' equazione , ovvero si divida la ^ 
proposta per x^zin il suo valore ottenuto con so- 
stituire nella suddetta espressione di \r i valori 
di tf, e i^, ed il valor reale di jy , e dalla risul- 
tante di secondo grado, si avranno l'altre -due 
radici richieste • 

lidi. Sostituendo i valori A\ a^bj ed v , 
nell equazione ipotetica x^~bx—a—yz:o , si 
possono dedurre anche da questa le radici dell' 
equazione / Si avverta però coli' immortale M. 
de la Grange , che non si dee prendere .indif. 
ferentemente , come fuTschirnaus una radice qua- 
lunque di essa , perchè si richiederebbe ^che det- 
ta equazione ipotetica contenesse d'uQ radici co* 



munì Còlla proposta , e perciò, che & foise k 
soitima di due radici ; ora siccome non può 
esser b la somma di due radici piuttosto che 
di due altre delle tre radici dell* equazione data» 
converrebbe che b avesse tre valori , mentre 
nan ne può aver che due : bisogna dunque pren- 
dere quella radice dell' equazione ipotetica , che 
è comune colla proposta] , o sia , bisogna tro- 
vare il comun divisore di tali equazióni ;es30 sa- 
ri il valor di jt , e sarà il medesimo che quello 
espresso dalla forraola . 

x=:T'\ — ; — T — n » e sarà triplice per il trìpli- 

• ce valore di y. 

ii6}. Teor. Qualora un'equazione cubica ab- 
bia tutte le radici reali, la formola Cardanica 
dee comparirci immaginaria , e viceversa , qualora 
un^ equazione cubica abbia due radici imtnaginarie , 
essa dee comparire sotto forma reale. 

LEMMA I. 

Dovendo esser le radici tutte reali , e prese 
insieme uguali a zero, si possono mettere sotto 
ia forma •— ^-|-* y '^-^a-^bt'iizia ; posto questo io 

i 
dico dover esser generalmente a^< — ~p ,' t2a^:>iq 

Di fatto la somma dei prodotti a due delle 

suddette radici è =: — 34^—^* ; ••..• 

' perciò p si — ^a^ — b^ , sia ^a^-^b^z^—p , e per 

I 
conseguenza 34* <— /> , 4^<— -rp • ' 

Nel 



Nel modo stesso essendo il prodotto di tatJe le 

tre radici =3 2a(a'—b*) , deve aversi 

qsia(a*'-b^)=:2a^^2ab^ cioè pei: essere ...".«'.7.' 
«*— A'O*» J<3«^e|2<t'>j . *"**' 

LEMMA II. 

Se due radici di un' equazipne cubica priva di 
J.** termine sieno immaginarie, si potranno met- 
tere sotto la forma — * + \/^, ^a^ v/^+j«; 

Ciòposto dico dover esser sempre -f <24% ^q >jd». 

Di fatto si ha p^}a'~B,cioè — -p =-{.a'—b , 

e perciò — ^/'O*. Cosi avendosi 

q=2aia*-]-b):^2a^^ìab , risnJta j>atfJ . Sia adesso : 
Dìmstraz. della h» parte . Essendo (Lm.l.yia'<Jp 
sarà4'<-- -/> ed essehdò 2a^>q , si avrjf...... 

*'>^?5 cubando il primo rapporto , e qua. 
drando il fecondo si deduce a'^<- -r-sJ 

Cd "''>- 9S e perciò— ~/>J>--j». „a nel caso 

che Je radici dell'equazione sieno tutte reali il coeffl- 
Olente p dev ci^se r negativo {«.103 5.) adunque.., 

spx/=fc£*4-,? dee risultare immaginaria , e 
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per 
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perciò tale dee risultare tutta laV formola Carda- 
Dica*# 

Dimostrazione della seconda parte • Qualora due del- 
le radici sieno imma^inari(,san^orchè sup negati vo,ia 

virtii del a.° Lemma deve risultar sempre 

S I 

— ft ^> --^ * , e perciò la formola Cardanica derc 

?7 4 

^sser senipre reale . _ 

Dimostrazione IL Sieno '-a-^\/d::c, — ^--. ^/±: e , 
za le radici di un* equazione cubica qualunque^ » 



e facendo il prodotta dei fattQri :r-}-^— ' \/:±; r,.M.»«# 

.r-|-4-f-\/± f,jr-— la , sì avrà T equazione ...... 

^J, — 3^^;r— 2<i^^o» Si paragoni quest'equazione 

— jfA? +(J^r colla p;eneral^ jr^db/^^rt+s^yz: o , e si 

avri i±^s — j^'-t-jf , t±:j=— la^-f-tf^f . Dalla i.* 

I 
^iha '^'Tps — a^—^Cy e cubando $\ ottiene 



dr --^^^-— tf<^ — ja^ff— J4*c**-^c^ . Dalla 2.* si ha.. 



I 



tfc — ^r— <i'-).j4r , e quadrando M..*...f. «.; 

, ^ 5* ;r^<^-H?a'^r -f-p^*^^ » ^ sofljm ^tido queste due 

ultime equazioni , si ha rb ""pf+ ^^*±:-^p^'*f+ 

j^tf V-r-f^sr— r ( 3^^ — e y, valore sempre negativo , 
psstndo e positivo, vale a dire essendo le radici 
reali; e sempre positivo essendo f negativo, cioè 
essendo leradrèi imrqagioaric, a motivo di (j^^ — f)% 
sempre positivo . 

li^^f iicoU V iomagin ariete divisata non impe- 



1^9 
àiìct pttò , che si possario otfenet le radici dell* 
equazione proposta , qualora qss^ sieno reali » e 
razionali* Di tatto in. questo caso dalla quantità •••« 

j ^+T *' P"^ sempre cstfarre la w- 

dice cubica esauamente ; e perciò supponendo......^ 

j ii b*. — 

i/=fc^± /^^7q;^ = w + ^-», e per conie- 

I * , ' »7 4 

guenza \/^q^^^ i_|_^» =» w — \/-» , si ot* 

2; 4 



tiene x — \/± ^ :±: /t— j--— -^.,.,„,*j,.,ì^.-,m,..,« 



n 



+ l/^^^^-j-.^i^2=:w=t: v^+w^ipv/-^ 
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ciwi valor sempre i*eale , da cui sì Ìia 11 attore 
3t^ln2=:o 9 per il quale dividendo J* equazione pro<^ 
posta , si ottiene ^na risultante di i*^ grado > che 
somministra le , altre due radici • 

iitfj. Dissi qualora sieno le radici reali , e rà«' 
zionali, perchè essendo esse reali irrazionali 9 non 
riesce estraibile la raciice cubica dall^quantiti 

qp^dbv/p^^+^^je con ciò rimmaginàri«à sod 

2 27 4 

si può elidere;. 
Questo è il caso propriamente detto irriducU 
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ale 9 perchè ad onta delle più serie mdtiuticu 
ni , e de' più laboriosi artifizi, non sì è potuta 
ridurre la forinola a! la razionalità ; ò per die 
meglio « perchè ella esclude intrinsecamente que- 
sta riduzione , come siamo per dimostrare . 

ii66* Teor. La formola Cardanica nel caso ir^» 
• riducibile non può ricevere altra forma algebrai- 
ca finita, che la propria sotto aspetto immagina- 
rio. Dimostrazione. 

LEMMA. 

Avendosi un'equazione cubica la quale abbia 
le radici tutte reali , e diseguali , ed essendo 
per conseguenza della forma ^^— j&Arf=j=o(ii.io35) 
deve essere generalmente ••... ••.•.$ ••••• 

I3-' '7 

Dimostrazione . Sieno dbtf , zpJ j qp f le tre 
radici , e dovendo mancare il 2.° termine , sfa.;,... 

4=^4-c; si avrà..., •.. •...- • 

(xqzaxxdt:b)(x±:c)s:x^^(ab4'acjfc)x::^<jicz:0y e so- 
stituendo il valore di tf,jr^-(é*-f-3f-|"^*)^^*^(*+^) 
':=:6 . Ora 2 é r < i' + ^* » perchè un. quadrato 
è sempre positivo , e 3^c<fr*4"^*+*^ » perciò 

te < ^(i*+c*--[-ir) . Aggiungasi ad ambe lep^rti 

b^^c+c\ e si avrà &*+2*c+c*<- (b^-^-bc+c^y 

Onde^*-|.Vctt/4( b^+bc^c^ ) ; 

1^ Ma 



Ma \/ 4 (^^4-^c4-c')= \/ — - — ; dunque 

1 7 f 



h'^c^< v/ 4 /^ < ^ v/7 /^ > ^ per pfù foi-te ra- 



3 
gione b<2\/ r-p^^c <i yj r? , onde si può con- 

eludere generalmente esser ^ <2 \/—p. 

Posto questo eccoci alla dimostrazione del Tecr. 
Se la formola Cardanica pup ammettere una 
forma algebraica finita priva di immaginarietà , el- 
la dovrà essere funzione di )) , o di ^, o di p , tq 
insieme; Sia pertanto = <p , onde abbiasi.., 



i 27 ^ 



*7 



Pongasi \7=+=f4-^d=p*+^*= J'J ""^ 
»7 4 /» 
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^ I ^ 

e perciò ? =J'+j-» « di qui >'— ?y+ -soV 

^ = w, ed *» nel caso delle radici tutte reali è ...... 

ì A ' ♦ f 

a*' 



< * v/'J /> » sia AT» < -^ , dunque 5-. 



4 



rb — v/^ * — 4P ^ necessariamente immaginaria » 

e perciò Immaginarla è pure oecessariameote la for« 

. P 

mola Cardanica =3>-f-r- ^ 

Ma inoltriamo la dimostrazione ad un maggior 
grado di evidenza . 

• I . 

Essendo >= - =±:~\A'— 4/> , si vede che la 

1 



I 



9 I 



fiiDzione P deve essere tale, che 7=t: ;^\/<p^--4P 

T 



1 



aia la radice cubica di qi: «^ j =fc v/db/?' +9 ' , 

Ma perchè questo abbia luogo , si richiede che sia 

I 
divisore razionale esatto ài *^q • Dev' essere di- 
visore esatto, perchè la parte razionale del cubo di 

'<P t : ri 3 4 \ 

li I 

qu^s ta dev' essere =q= — ^ ; e dev' esser razionale , 

perchè q -essendo razionale , non può amméttere 
verun divisore esatto , il quale non sia razionale • 
Dunque la formqia Cardanica ammetterà la for- 
ma 
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ma (p > qualora possa esser parte aliquota dì q; 

ma cubando» e ri(itKendo l'equazione.. ••• 

si ottiene , come può vedersi facilmente ....• 

^3 — p <p:zt:q=o ,..(3^);dunque affinchè la for- 

mola Cardanica ammetta la forma <?> si richiede che ^ 
I sìa divisore razionaledì q^ e radice di (F); Ora l'equa- 

j zione (P) è precisamente l'equazione x^^px:±:q=:o^ 

I la quale per ipotesi ha tutte le radici irrazionali . 

Dunque il di lei or^iogeneo^ non ammette alcun di- 

<P I 

visor razionale ; dunque ^-rb 7- y/p^ — ^p non.,..* 

può esser/ radice cubica di HH7-±\/=±r/^^4-^*.».. 

j "^7 4 

e per conseguenza la formoia Carda:nica non è 
sujcetlibile di veruna forma reale p . 

1167. Dico adesso che neppure nel caso, che 
ie radici sieno tutte razionali, si può trovare una 
formoia 9 esprimente le tre radici sotto .forma rea- 
le. Di fatto si sa in virtù del Teof. loji. che 
da un' equazione affetta da un numero di radici 
reali >3, non si può dedurre una formoia reale, 
che rappresenti ciascuna di tali radici . Dunque 
neppure Jn questo caso &c. 

J16S. Avendo adesso veduto, che U formoia 
Cardanica comparisce immaginaria quando le radi- 
ci sono reali , e viceversa ; ed avendo veduto , 

che 



:= ^ 
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che nel caso irriducibile una tal forma immaginai. 
ria non può in verun modo cangiarsi in forma 
reale, rimane ad investigarsi il principio da cui 
questo fenomeno Analitico ne deriva . A que^jt' effet- 
to io risalgo a considerare il m«j?do col qua- 
le- si è ottenuta la tormola CarcE?n7ca , ed os- 
servo, che esso equivale in ultima Analisi, al 
seguènte- problema : Dat^ una quantità x^ si do- 
manda come si debba dfvidere in due partijr z 

in modo che ne risulti ^db^jy^jii: —-o . Ora que- 
sto problema riesce impossibile ogni volta che 

sia - negativo, e > -j* («. ii$6); Ma nel 
caso in cui tutte le/adici sieno reali, si ha sem- 

pre per negativo ( »• 1045 ) , - >2- ( nttmer. 

116$. Lem. JL). Dunque il Metodo per cui si 
ottiene la fbrniola Cardanica ,! esso è che nel 
caso^ delle radici reali , involge contradizione , e 
perciò non è meraviglia , che sebbene il proble- 
ma che ha prodotta l'equazione cubica, sia 
possibile , ci venga per x una formola immaginaria i 
1 169. Ma per vederne una dimostrazione anche più 

p 
concludente , suppongasi che V equazione Ar=y-f- ^ 

rapprf^enti una curva , in cui sieno x le ordi- 
nate ,*d y leascisse; Si avrà differenziando,.,.. 

pi y ' ] 
dxzidy^^'—r , e posto dy costante, ...v.. ». 

d* ^- 2 yr**. Essendo dunque positivo il secon- 
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do differenziale deir ordfnata X , sxA essa un tni- 

pdy 
DÌmo» quando dy — IT^o» cioè quando...., 

V=: V r » ^^ ^^ ^"^ minimo valore sarà \/ 4 p ;e 



? 4 I ^ 



perciò x^ non può esser < --p » cioè, dette ..é 

rbi , =fc: I tir i, qm2q=* le radici non può es- 

4 
ser minore di 44-4*+ I"^*; ma il massimo 

V 4 

V'aloredi;r*è4+4^+A^<44"4^+'^ ** 5 dunque 

Tequazione ^ — — r=o > <> sia^;^^ — », nel caso 

che le radici sieno tutte reali , disegaali , involge un* 
ipotesi contradittoria, e perciò il Metodo &c. E' dun- 
que a torto accusato dal Sig. D, Tommassini T. 2, 
p. 5pi, il dotto Algebrista iCoenig , perchè osser- 

I I ^ ^ 

yando il valor dì j zz— x dtz— \/x^ J^^p , de- 

dotto dall'equazione ipotetica x=y-\-~ , asserì- 

4' >y 

sce, che qualora si ha x^ < — p , .-..•« 

(cosa che succede sempre quando le radici sono 
tutte reali ». 117*) il Metodo Card^ico in* 
volge un* ipotesi impoissibile. Né giova adurre 
per ragione, com'egli fa, che essendo la som- 

P 

ma jf + ^ ^ y + ^ > per l'elisione dei ter- 
mini immaginari , una quantità reale , non vi 
ha impossibilità d'ipotesi ; poiché primieramente 
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k realità della somma j»-}-— ha luogo soltanto ,'-• 

quando le radici sono razionali; e scGondariamcn- 
te una tal realità mostra solamente , che il pro- 
blema è possibile, non già, che il Metodo im- 
piegato non involga contradizione. 

1170 Con molto meno di ragiotìe il citato 
Autore» taccia un altro illustre Matematico di 
errore , perchè dimostra la contradizione contenuta 
nel Metodo Cardanico , col seguente raziocinio é 
Essendo le radici tutte reali, e diseguali, e man- 
cando nell'equazione ridotta il secondo termine , 

possono ridursi le radici alla forma o-« *, 

^z.azf:,bjZpa^byiaé Ora da queste ^i ha( come 

si è veduto di sopra £ew./. ) l'equazione 

x^ — (3^^+^*) x^ia^ zf^iab^=:o • Paragonando que- 
sta c^r equazione generale proposta ..♦ 

p b^ 
ci?^xdt:qviO , si ha /?r j^i'-f-i^ , cioè a*;x — — 7- 

P~ P ^ ^ 

e perciò fl*<~^ ; ma si ha yz=:~* ; dunque 4* <yz 

cioè il quadrato della metà d.elh radice massuna 24 ^ 
minore del rettangolo delie sue parti diseguali; il che 
è assordo. Dunque il Metodo Cardanico , egli con- 
clude, nel caso delle radici tutte reali involge con- 
tradizione . 

Il Signor Tommasini ricorre all' immaginarietà dt 
J, e dijg, e dice, che in quantità di, questa sor- 
ta non è meraviglia, che il quadcato della me- 
tà risulti minore del rettangolo delle parti di- 
seguali , che anìsi, egli aggiunge , è questo ap-* 
punto ciò , che d«ve avvenire , perchè • 

./f + Bv/-i4-^— ,S^-I ='^^y\'~) *• 
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Ma è poi giusto, io rispondo, supporre immagina | 
y ,,ez, e quindi dedurne come una conseguenza 
necessaria che debba essere a} <Cyz , quasi che firn» 
maginariecà di y yCz non fòsse un risulcaco di una 
imposibilìtà inerente al nlecodo che J' ha prodotta . 

Converrebbe innanzi provare che l*imraaginarie- 
• tà di^, e di ^ non dimostra veruna contradizios 
ne nel metodo , che somministra tali valori (co- 
sa impossibile per il n. iióS.) , e poi senza com« 
mettere una petizione di principio , si potrebua 
concludere come fa il Sig. Tommasini . 

1 171 Rimane adesso a vedersi , se nel caso irridu- 
cibile, vi abbia per r Analista veruna risorsa, ondis 
potere ad onta dell' imaginarietà della formola, oc-» 
tenere i valori reali che sodisfanno al probiem:^ • 

1172. Il ripiego pili naturale, che si presene 
a prima vist^ , è quello di formare la potenza l 
I ■ 4 

delle due parti qq— q +1/==:/^^+? * 

^"r'^^v/^tp^-f^^Oiedi^ntc jl metodo NewtQ? 

niano • i 27 4. 
1173 Da tuttojil fin qui detto si raccoglie adesso» a 
1°: Che se un'equazione cubica abbia tut- 
te le radigj reali non può somministrare una far- 
jnola, che le rappresenti , la quale sia priva d* 
immaginarietà , richiedendosi questo dalia natura 
dell'equazione (n. ii58 ) , e dal metodo che natia 
soluzione si adopera , 

?°. Che r immaginarieti della formola non 
impcdisìce però, che sì possa ottenere ciascuna radica 
se siano razionali , o che se ne possa ottenere il valor 
prossimo ^ se pon sìqqo r^sionali : valore > che è poi 

il 
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Il solq, che tali radici possano avere in termini 
finiti. Non v'è dunque ragione alcuna di la* 
gnarsi del metodo Cardanico , poiché f icomagÌDa- 
ncta da esso introdotta nella formola è piii appa- 
rcnte che reale. Rimane che mostriamo l'appli- 
cazione della Teoria aJIa pratica > il che passiamo 
ad cflfetcuare immediatamente. 

1184. TrobL i.^Si debba trovare un numero tafc 
che se dai suo cubo si tolga il numero stesso 
preso nove volte > il residua sia s — 28 . 
Soluzione. L'equazione richiesta dal. problema è 

x^ — ^5>^4-28=o . In questa , poiché. »....• ,, 

9\-^'^9)<^'è?(=^^)^ è ceno che l'equazione 
contiene due radici immaginarie ; per ottenere la. 
radice reale , si ponga 3 in luogo di j^, e -^14 ia 
luogo di ij e si avrà 

- v/-— »44-I^f y~r4— 15 =^ V^+l/^2^^^ 
=5 — 1 — 5= — ^4. Divìdasi adesso P equazione princi- 
pale per X — 4, e si avrà l'equazione quadratica..» 

^ — ^jr7 =^ ' ^^ ^^''^^^ ^à Ar-2r£f \/— 3 , altre.... 
due rabici dell'equazione principale.. 
Cjjueste due seconde radici ^si sarebbero. eguaU 
mente octcnuce mediante la formola generale 
(i j 71) > poiché si avrebbe avato ••.•..»..», ^,.,»^ .^ 

-ix-Ll±:^> ^ixÀl^^S 

r ^ ) ; ( ^. ) 

117J. Troblent* z% Uno Sciabecco Algerino- 
avendo veduta^ in distanza^ di i& miglia, uc^a^ bar^ 



t2L 



\ì: 
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ca Napoletana , 5i "mette ad inseguirla. La di 

lui' velocita sta alla velocità della barca, conje 
a più il viaggib fatto da essa, fino al punto in 
cui dev'esser raggiunta dal momento in cui fu 
scoperta , sta atfj diviso per il viaggio fattg 
nel medesimo tempo dallo Sciabecco • Sì diman« 
da il numerò delle miglii^i che deve far lo scia- 
becco prima di raggiunger ia^ barca . Soluzione • 
11 viaggio fatto dalla barca sia y ,; il viaggia 
fatXo dallo sciabecco sarà y-f-i 8 . Quindi la velo- 
cità dello sciabecco d^' essere y-^z , e la velo- 

cita della barca dev'cssere^^jj'T • Posto questo , 

siccóme i due legni fanno viaggio nel medesi- 
mo tempo , ed il tempo eguaglia lo spazio divi- 
so per la velocità ) si avrà l'equazione- , 

y^^ - y'7-\.i% ••• •• • 

cioè .y^-|-2oy — 27y— 1154=0. 

Da questa si tolga il 2° termine, e si avrà 

^81 9758 
a^-— — — '^g^— =:o . Facciasi il paragone dei 

cocflScienti di quest'equazione con quelli della 
formola generale» e servendosi della, riduzione 

481 P7)8 

(iijp) si troverà /»r ', ey = — ~t perciò 

fatte tutte le sostituzioni s\ otterrà)fr7:= — 9= — 18, 
valori , dei quali il primo sodisfa al problerata 
proposto, e gli altri due sodisfano al probkma 

contrarto j .; 

Mct. i.'^^Pongasirt!— ^rizpd, e \/rt:p ^-j-b^=bi 
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C «I Vfti \/z±i q db yjdcp ^-\-q * =:'(cp4-}-^) * ..» 
I a I a? 4 
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Si avverta allesso che nel caso delle radici^tutte reali , 
ed irraziotiak' , caso ftel quale solamente si- ha biso- 
gno di ricorrere alta serie trovata > b dev'.cssere 

imrnagiiiario , e perciò della forma b J-^i , e si ve- 
drà eh- h serie riciiiesta. dev'esser finalmente 

dclk forma 2\/q:; ^ ^ i +"^~ 245^^ + ^''' > 
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Mei. 2.® Dal r equazione ^^-^pxdtiqso sì deduci* 
y?^fir -p^ j ed estraendo la radice cubica si avrà .. 



/ 



valore sempre reale . ^ 

Met. 3.^ Sia proposto a risciogliersi T equazione 
x^ — 5/>rdbjro, nella quale sta p^>q^ ; questa si pa- 
ragoni coli' equazione della trisezioriejdeirangolo , 

già addotta,*^— 2*^* Jt + T-ér'so, la quale es- 
sendo A r arco , che ha per seno * , ha le radici 

sen. -r f ^^»- — ^"^ "> ^^^» I ^ • P*^to il 

paragone si trova "T^'-J^» o s'a rx2\/p^ ....• 

—ir^s 2j , ò sia & e -j:2=r ^ : Col raggio 2 Vr *^ 
descriva un circolo, ed in esso prendasi utì arcò, che 

abbia per seno r- ; determinato così T aréb a , 

I (5o.^— rt) • '(50.?-|-4) 

5eii. —4, J^». 'T'^^jsen. — ^^ ' sono le 

3 3 3 .. 

radici richieste. Affinchè però si possano calcolare 
per mezzo delle Tavole, convieo ridurre i seni sud- 
detti , i quali appartengono ad un circolo ». che ha 

per jpaggio 2 \/^., ad esser seni di un circolo che 
abbia il raggio detlc Tavole . A quest* oggetto 

isti tuiscò la propoaion? ^ \/ p 'Jb'i^^t — •"-^— • ^ 

K 2\/p' 
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-- — 7- ed ho con questo il seno dcir arco a ri- 

dotto alle Tavole . - ^ 

Es.^ Sia :r^— '3»-|-i=o , onde si abbia 

/'-ij e j ^ ^ ; si avrà yT/^y ^ ^^= ^^»- ^i q«»n- 

zsen* lo/^ 
di tf sr?©** , c i tre valori di x sono x :; i""*'^ 

aie». 5^^ 
e: , 347296^] X s '^ -I j yjaoSSS ;•.••••;• 

2 je». 70.^ ^ 

V ^ ^ — ^ — =?— I > -87P385a • 

SE Z IO NE IV. 

l)rf/ii soluzione deìr equapìoni di quarto grado 

j. 1171?. i La forinola generale deirequazioni|dÌ4** 
^radp è :^'r-\^x^J^bx^-^ex-^d^^o • Se in questa 
inanellino i tre termini intermedi si ha ('equazio- 
"?l PH^* JT^dsrfpo , la quale ha quattro radici e- 

«presse dal, radicale xtzidb ^qi=;^ é^ dti\/'±::\/zfii , 
^||ie sono tiittè immaginarie, se sia à positivo , e sono 
due reali , e due immaginarie se sia d negativo ♦ 
' Se nella ^formola esposta manchi- il a.^ e il 4.^ 
tèrmine,' si ha uiv' equazione derivativa di secon- 
|ò grad$A*'^-f.iw*4~^:50 , che facendo x^^fZ , si ri- 
^.uce ..alU forma «'-frfo-f*rf=o . Se questa abbia 
\k radici. .ambecJitie reali, e positive, la propósta 
ne avrà, due reali positive , e due reali negati- 
ve. Sé .ai3bi^ .le radici reali, ma una .positiva, 
id un^ negativa > avrà* la. proposta due radici rea- 
'■ * " ' "' ed 
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Ili '«tia delle quali positiva > e Inalerà negativa , 
t-due radici immaginarie . Se finalmente la tra- 
sformata in z abbia le radici , o ambedue negati* 
ve, p ambedue immaginarie, saranno tutte im« 
maginarie le radici della proposta . • 

Ì177. Posto questo convien passare alla sola- 
2Ìone deir equazioni di 4°* grado complete . In 
•queste si supponga tolto al solito il z.^ termine, 
onde Steno* del la fi)rm 1 x'^-\-'ax^~}^bx ^czìj , e-per ot- 
tenerne le radici si operi come indegna il seguente 

Met. I, Siccome si sa che ogni equazione di 
•grado pari è risolubile di sua natura in fattori 
quadratici (1033), si ponga •....i...k.r«>.-«..*.««...., 

JT^— /*;«* — fgx-^-gh^o. Quindi paragonando i 

coefficieìiti si deduce l.^--/'4-J:+&=(t,a^---^-f /ife:^ 
i'^.gh^c. Dalla i.* si' ha g+*=^-f/* e moltipli 
cando per /i/g-f-Z/^s/i^-f./^ '. Aggiungendo adesso e 
sottraendo da questa la 2*. si trovano fé due 
zfhsfì^fa^b'^y %fg=:P^faJ) y si[ moltiplichino que- 
ste insieme, e ne deriverà *...^ •......• 

^i^gh:z:f^-^tpti-^f^a^ — >b^ ; ma gfe,'=:c; dunque 
•4f e — /^4-3/^a4^V — b^ ; o sia, trasponendo.,- • 
f^^2af^-^a^—/^e)f^i'^b^ ;=; o,...(/^ , equazione cu- 

'bica derivativa, che pósto /* zzz , diviene* 

z^'\-'2az^-^ (a^ — ^4f)c — b* =J o •. Da questa dunque 
si può dedurre il valore di z^t perciò quello di 

/ :=?rl:: \/2 , che deve esser reale perchè V equa- 
zione in 2 é di grado impari ; e dev' esser positi^ 
vo , perchè l'omogeneo e é generalmente negativo • 

.Ottenuto/, si hag, td b dall' equazioni ...»-. 

« 3 zfh 
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4//;=:/^-4-/^-H» ^fgrf^-\;'f^^l ottenuti qucstrvriort*, 
altro non resta che sosticuirli|neir equazioni ipoteti* 
che x^-{'fx-^g =:o , ^*— /Àr-f^fe^ o , e .decl«r- 

^ re da queste i quattro valori di , ;r che saranno le 
radici delP equazione proposu • 
• 1178. 5fo/. Siccome z ha tre diversi valori» 
ne segue che sei valori dcbb* avere /-, e per. 
ciò che g ed fc ne debbano avere altrettanti ; e 
per conseguenza , che dodici debbano essere i* 
equazioni ipotetiche , il che pare assordo. E' fal- 
cile però a vedersi , che sei dell'equazioni sud- 
dette sono identiche alPaltrc w" » coppia per cop- 
pia , perlochè l' equazioni si riducono a sei • Ol- 

. ere ili questo riflcxtenda ulteriormente si compre»» 
ile, che le sei equazioni di cui si parla, non so- 
no altro che le ctmbinazioni a due a due delle 
quattro radici dell' equazione proposta » e perciò 

s 'si conosce che due di tali equazioni sono iyMr 
cienti per somministrare le quattro radiai richieste • 
Vkx vedere) come te due equazioni ipotetiche 
debbano prender sei diverse forme basta riflette- 
re > che f valori di / ,- gpdh^ sono stati deter- 
minati con questa sola condizione, che Tequa- 
zipne **-f-/:rTf^=:o contenga due delle radici dell* 
equazione x^'\-ax^-\-bxr±:cz=^Oi e T altra ...•ì.m.«.« 
x^^ — /^r-rfrfenr o , contenga le altre due. Esr 
sendo dunque xhe qualunque coppia di radici ab- 
bia il medesimo rapporto allaj equazione proposta, 
non può una dell' equazioni ipotetiche presentar 
piuttosto una coppia, che un'altra di tali radi- 
ci , e perciò dee ciascuna presentare le sei cop* 
pie diverse, che si possono formare delle quat- 
tro radici richieste. Con questo rimane evidente 
-che ciascuna deir equazioni ipotetiche deve coin- 

parire 
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parire sotta sei diverse forme . Tatto questj si 

può reodtr* pia. chiaro con un^ esempio» 
' Escfttph Si debbano trovare t valori di ^ rap« 
presentati daiP equazione •.."••.••* ,.....9mV«* 

jf^ — 8y-f-5jy^-f-3^J^'~4^=^» C^) 5i ^^'g^ primie- 
ramente il 2^^. termine con porre y=:r-|-2 , e si 

avrà la trasformata ...(B) ....» ••..«;...••••• 

;t^.— ,15^* -[liojr-f-24=o . In questa si ha 

rt=:— ijjérsio, e CS24 . Si sostituiscano questi vaiort 
nell'equazione cubica (P) trovata col Metodo espo- 
sto , cioè z^-\'2az^'^(a^ — ^c) si— .fc*:=o, ed essa 
diverrà z^ — }oz^'\'i zpz'-^ioo^o • Si cerchino le 
radici di questa, e si vedrà che sono 1 » 4, z$. 

Trovate Iquestc si deduce/=it:\/ « ss-fi t -r-i , 
-1-2 » — 2 f -f- J » "^5 » ® P^^ ttìQZZQ dì questi 
sci valori di / si ottengono sei valori corrispon* 

denti per g, e per h , che sono ..•..♦*..• ••••• 

gc— 12 , — 2, ~8 , ~3, 4, 5; fe»— 2,— 12 ,, 
•^J» — 8, tf, 4. . Sostituiti questi valori oclle 
4uc equazioni ipotetiche ;r^-f-/Af4-g=:o, :r*— /jr+&=o 
si trovano dodici equazioni » e sono le seguenti 
^ Dalla forinola jr*-|-/jr+ipo 

Posto fz: l..X^-^X — 12=0; jr=:-4-J, = —4 

Posto /ir— I... x'— ;ir — 2=0 ; xzi-j^z^ =-—4 
Posto /32 ... A?*-4-2;r — 8=0 ; :r=:|-2, s— 4 
Postd /b~2..;.Af*— 2jr-i-* — 3=o; jr=-f-3 , ==— i • 
Posto /s:5 .... ;r2-|.5j:-|-.4-o ; Xi>^i , =—4 
Posto /=— .5 ...;r'-— j.r+5=o ; ;r=r-f j , s^a . 
Dalla formola x^ — fx-^h :z:o 
Posto fzi ..; ;v*-f-Jir.2^2 ;!= o ; ;t =5 -{-.2 r= — i' 
Posto /s—i... A?'-^x-iaz::o; x-;!:-!-^! = — ^4 
Posto /=; 2;..:r^-.2A? — | m: o ; *?=-|*-3 •, =: — i 
Posto /=:.:— 2... Jtf^-f-2^-8 zro-; Xz: r^l'V == -4 
Posto f=i^...x^ — 5^4-^ =: o ; :r:=; +3 , =: -f-i 
Posto /= — 5,..x*4-5x4-4 =; o j ^r-i, i?— 4. 
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Dalla ispezione di 'queste forinole si vede 

adesso cWaramentc , i.^chc le diverse* forme dcU 
le due equazioni' ipotetiche sono dodici ; z^. che 
le sei forme di una di tali equazioni sono iden* 
tiche alle sci forme dell* altra equazione ; e 3.^ 
che ciascuna^ coppia di equazioni ipotetiche de- 
rivanti daUà sostituzione di un medesimo valo- 
re di z neir equazione /=d= y/ a;, presenta egual- 
mente che qualunque, altra coppia, le quattro radi- 
ci del r equazione proposta . 

Ottenute cosi le, radici dell* equazione trasfor- 
mata (5) si ottengono le radici della primitiva (*/^)> 
con accrescere dildue unità le radici della predetta 
equazione (j5) , perchè si posejfr^ :r-f-2 . Con que- 
sto le radici richieste sono finalmente ••....*..• 

:r=: J>=:— 2 y-:4, =: 1 . 

Met. 3.° Si erasponf^ano i secondi due termini 

deir equazione '«f-f-^^*"!"^*"!"^ ^^ onde sia 

#tf^-f*^x* r:^ — A^ — f : Si aggiunga ad ambedue i 
membri mx^ 9 onde si abbia ; «^ 

^ + '(*+«») *' =w l •*"*— ""^-^ W' Compiasi 
ìf quadrato deL primo membro , ,e sarà •* 

/ hx t (*-ff»)»\ 

e= w ( x* — ZT'^'ZA- ] » «d estracDdo la 

\ m tu ', ^m / 

radice ^quadrata} . . «. . . i 

*^+C— J = v/-v/( -*-^-^+— .-> 

Ora affinchè il secondo membro ^ omesso il fattore 
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\/>» direog^QB quadrato perfetto vcoovleiie'che sia 

■-^s-~+-;j^; Supponga»! vera quest'egua- 
glianza , e si avrà . * / , « » « 

-r\/«f. f db^ap"— ' 1 , e finalmente • . 

^'q=;:r\/widb"~y+'*~^==^ ^ » equazione in cui sì 
contengpno i due fattori quadratici • ^ « 

^'+ :r i/w^-^ "— + — T — ^<> 

Per determinarla quantità m > riduco Tequslztoné ' 

ipotetica —r :=--- + -^-, s ed ottengo 

w^-4*a6i»*4**^»' — 4cw-r^*=:o , equazione della rae- 
defiima forma, che l'equazione cuMca in i^, trovata ^col 
metodo primo , e che perciò dey^é dare peir m uu ^. 

valor reale e positivo, onde w , e . ^w.d^bbon csscf 
reali, e per conseguenza reali ì due trinomi quadra* .^ 
tici trovati . Determfnatqi la contante w ^ si hanno im-;; 
mediatamente le radici délF equazione proposta « ^ 

Met. III. Qata T equazione x'^-^^ax^-^ix^cszOf 
Sì t^raspongano i tre ultimi , onde sia ' «, « 
X^=i — ax^-^bx-^c; quindi si aggiunga %x^y'\:y^ 
a ciascun membro , e 'si avrà .#, /• \« * 
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:r-f^ajr*jf-fy*;r^^-^.*'— 3x^-r, equazione il di cui 

primo membro è un quadrato • Affinchè divenga 

un quadrato anche il secondo » bisogna determinar 

y io guisa , che risulti • • • • 

I 

— * V^(:.4a:*+ tyx^) (-t+>') sia ,| dividendo per 

X* f '^y s (-4+ V) ('*^+y) > ^uazione , che fat- 

I I 

te le operazioni si riduce ajr^ — '^ay^'^cy-\*—acsm. 

i 

Da quest* equazione si avrà necessariamente un 
valore reale per jf , che sodisfarà alla condizione 
richiesta • Con questo si avrà . • . • 
y^J^y=:±:x\/i — 4-f-2y)=t:\/( — ^+J'*) ^^^e si deb- 
bon prendere i segni diversi, qualora sia "bx negativo» 

Facciasi \/( — a-^iy) = i» , e v/(— ^+J'*) =» > ^i^i 
avranno le due equazioni • • • • . 

gativo , le due equazioni • • . • 

E* facile a vedérsi ^ che anche questo metodo 
presenta di sua natura sei equazioni quadratiche , 
perchè ciascuno dei tre valori di ^ somministra due 
equazioni quadratiche. 

Met. IV. Proposta la solita equazione generale • • 
x'^ri-ax^'^bx^'^cx-^'d =0 . Senza togliere il secon- 
do membro , si traspongano gli ultimi tre termini » 
onde aia jf^-f-^ =--^;r**— TAr-p— d • • '. (^) . Si for- 
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mi il quadrato del trinomìò^;tf*+'^ ^^'+J> che si 

trova (essere x^-^ax^-^ ( ~4*-f *j)'*^*+ <'Ay+^* t 
e di questo si aggiunga lapparle . . » 

( ~a^ -{-ly ìx^-j-axy-^y^ SL chscixn membro dcIP 
equaz ione (yi) . Essa in questa guisa diviene • • • • 

equazione il di cui primo membro è un quadrato 
perfètto . Per render tale anche JI secondo , si pon- 

g» ( - * +7 *H«> ) ^y'-'i) = ( -^-^ ) ' 

Sviluppando quest' equazione, se ne otterrà una al- 
quanto complicata , ma pure di j-** grado io jr > 
per di cui mezzo si conoscerà j^ , dopo di che si avrà 

Questi sono i metodi di cui si può fer uso , 
ma specialmente del primo e del secondo per ot» 
tener la soluzione^ dell'equazioni affette di quar- 
to gradp , o sicno^ semplici, o derivative. , 

. iiyp. Sc&l. 1° Osservando i risultati dei meto- 
di etposti si vede , che essi conducono tutti a 
divider T equazione proposta io due equazioni 
quadratiche, dalie quali si possono dedurre con 
facilità le radici della proposta. 

Tali 
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Tali equazioni , rome si è veduto , debboti esser 
sempre reali < E* facile perciò a vedersi che es-r 
se debbon essere ancora ambedue razionali, qua*^ 
loia Don sieno irrazionali le radici tutte della 
proposta « Difatto non può essere una di cssq ir- 
razionale , senza che tale sia anche T altra ; ed 
essendo irrazionali ambedue , le quattro radici 
che contengono, debbon pur essere irrazionali; 
cosa che non può aver luogo, se le radici del- 
la proposta sieno o tutte, o due razionali, per- 
chè in virtù dei metodi usati , le due equazio- 
ni quadratiche , di cui sì tratta, dtbbon esser 
due equazioni componenti P equazione data , e 
perciò debbon avere le medesime radici . 

iiSo. 5ro/. a.^ Sebbene siasi dimostrato , che le 
due equazioni quadratiche , ottenute con gli e- 
sposti metodi, debbano esser sempre reali, pure 
si può presentare in pratica qualche caso, nel 
quale tali equazioni compariscono immaginarie • 
Per togliere pertanto qualunque occasione d'in- 
certezza, odi abbaglio , giova, mostrare che seb- 
bene r equazioni quadratiche si presentassero sot- 
to forma immaginaria , nondimeno T equazioa 
principale è sempre risolubile in due fattori qua- 
dratici reali. 

iiiSi» Sia proposta P equazione • • « 
x^-\-ax^'\'ib'\'i)P^'^cxJ^i so . I fattori di que- 
sto^» . a motivo che r omogeneo è si , si suppon- 
gano :c^'-f-p*'4-i-o » ^^'^qx-{^ixo • Moltiplican. 
doli insieme si ottiene • . • • 

'^^-f (/!+?) *^+(?f +*)•*•*+ (p+9}^+i. *?•:• ^ 

Paragonando adesso «i coefficienti omologi di que- ' 
sta eoo quelli della proposta , si ha • • « 
p-^ sa^ pq-{^%sè^i . Dalla prima psa*-^ ;) e- 

dalla 
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• dalla 2.*p=—y perciò a-^-qs--, e q^^q-^^o , 



aJ '^ V9 



-*, 2 ^ — ..■■ f 

. 4 » 



,C/>r tfg^\/<t^'^4^j 



4* 



Qui si vede che se abbiasi ~<A, risultano^ e 

q irtimaginarj ,► t. perciò tali ancora i Éittori quadrà- 
tici x'^px-\-i=o ,x^-^qx-\^i=o . ,j2>t. 

Per dileguare questa difficoltJ^, ^§?J^::^fendanbi 
fattori semplici delle addotte cquazitihi>j:chc sono 

I i 1 — 1 * ^ ■ .i' ^ ' i .r— 

I I \ I l , 

jii. A-+- j +7 v/rW; IV. ^+7 ? -7 v/ «'^^ • 

Quindi , sicccme si suppone a^<4b » pongasi 
4Ìf=: a* -|- d* , dove d^ può esprimere una qoantiià 

qualunque ; si avrà /?= 
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per conseguenza \/p'-4 = ~v/(^*-<f'-k(fcf;atfrf\/-0 

e V?'-4= 7\/(^'-*^-ift±^aW-0 
Pongasi— ra'--<if*-^i<?HP2«rfvT?V=( »— i5 ^/n^ 

e4 'lW^'-^x6zìi%ai\/Zi\z:i\»J^\P'i)ì 
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Sostituendo i valori, i quattro fittori semplici df' 



verranno 



I. Jf+ - (tfq=rfl/-i>+-^«-f ^v/-')=Jf-f •^('»-f-«)+-^ (=brf+/J)v/-i 

li. X H--(-=pV-o~- («+iSv/-«;=«+- (4-«)4-'^(=F^-^) v/-i 



III. *+- (4±(/v/-')-f -(— /J v/-')=*-l-: («H-«)- tfC^'^H) v/-i 

; Di .questi si moltiplichi il primo per il terzo, ed. 
il secondo per il quarto» e sì avranno due fattori',, 
quadratici reali, della forma seguente 

dove resta soltanto da sostituire i volori di (/, « , e i0 • 
Osserv. Dalla possibilità d'incontrarci due fatto- 
ri di un* equazione di 4^. grado sotto forma im- 
" magi nari a 9 non si deve però temere, che ne 
possa derivare nella pratica un impedimento alla 
ricerca delle radici richieste , poiché i due fatto. 
ri deli* equazione particolare da noi addotta, in- 
tanto £i sono trovati immaginati, perchè si è fat- 
/ to usQ del primo Metodo , e bob si è avuto ri- 

guardo di liberar V equazione proposta del secon- 
do termine com-esso richiede. 

Avendo cosi espósto quanto appartiene alla 
Teoria delP equazioni biquadratiche, rimane che 
ne facciamo T applicazione a qualche problema . 
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si82. TrobL Dati due mobili A> B » che par* 
tendo da due opposte pani , si vengono incon- 
tro con questa legge che la velocità .del primo 
cresca secondo la progressione de^ouaieri naturali|, 
in modo che jnella i^ ora ^ per esempio, percorra Io 
spazio di una tesa; nella i*. di due tese, Snella 
3/ di tre., e la velocità dei secondo cresca co^ 
me la progressione de' cubi, posta la loro distan* 
za primitiva di 2070 tese « si cerca quante ore si 
si richiedano perchè s' incontrino • 

Soluzione lì numero dell* ore s'ux. Per trovar^ 
il viaggio facto, dal primo in questo tempo , basta 
prender la somma della serie i. a« 3. 4, $•••—- jr 

II 
che ( ». 295)5^ ^ T^ '+■" ' • ^^^ trovare il viaggiit» 

fatto nel tempo stesso dal secondo nobil^ convfen 
sommare (a serie 1^ , a' , 3^ , 4* , 5^ , tf^ • • . «* , 

La somma di questa si trova (n. eh.) • « • 
1 I I (^(^+0)* 

:= 7^ ^4- -;t^+ ^x * =: : ~ . Facto que- 

4 • a 4 4 

sto si può formar l'equazione . • •• • 

i • ^xix^iY 

— (x\'-\-x)-^ =>:^o7o , che riducendola dU 

vknt x^-{-2Ìfl'^^x^-\'2x'X'S2Soz:o e che essendo 
liberata dal secondo! termine acquista la forma •••» 

3 (132487) 
j^-f 7^^ — J^"^ ' equazione derivativa , che 

si scioglie coi metodi solici • 
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S E Z I O N E V. 

Dilla solutdcnedeW eqmziom 
dei gradi superiori . 

ii8j« L« solozidni generali , che fin' ad óra vanta 
r Analisi» non sr estendono al di là del quarto grado « 
I Metodi che sono stati scoperti per l'equazioni 
snperìorf, o.not» sono dotati della dovtita geirera* 
lità ; o procedono con tentativo y. o rìchiedona 
opero^ssimi calcali i ò finalmente somministra- 
no le radici per approssimazione . Noi di tatti 
questi' pas$ia(no ^ tnattame cotnpttajtieiite . i 

1184. Prima d' ogn'altro Metodo ci si presenta 
il Metodo ingegnoso: del eh. b. WarTng , relati^ 
vo alla soluzione dell' e^quazioni di.5.°:^e di 6^, 
grado. Efto ^ il .seguente . , " . 

I. Sia proposta r-equazione di 5°. grado priva del 
secondo termine :)c'^-:\-ax^-\-bx^ -{-cx^d=:6 .Si molti^- 
plichi per x e 8.i.ag2;iunga ad ambedue i membri 
il quadrato' (Mat^-^A'^-I-TP)^ onde abbiasi ia tra- 
sformata . ' . . .: 

H. Essendo il secondo membro 4in quadrato^ 
convìen determinar M , 7^, e i-' i'n guisa che il 
prim J membro ancora sia un quadrato , A quest' ef- 
fetto suppongasi che Ai , 2S( , e gabbiano già i va- 
lori bpporturif . è che la raJice quadrata del. primo 
membro sia /^;v^-f-5x4-C. E' maoifesxo che il qna^- 
-drato di quescar radice dovrà esser eguale identica- 
mente al primo membro dell' equazione (/^> . Per- 
ciò, fiitto il qua4rata , si avranno dal paragone dei 

ter- 
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termini omologì i'eqaazìoal.che s^owkj; ...• 

e 43 queste , determinati che sieno M > !^(, e P. 
si avranno i valori, di ut , B ,e C , 

in. Oltre le suddette equazioni h seguitando 
« paragonare i termini omoiogi si possono formali^ 

le tre ch^ seguono j.* ^j,^» , jy= 'K''{^ * ov- 
((aAf2\(+«)(i3fP-f*) 

2* Tli^pr^ «ajyfP+rf .... 

3MP-fé 
3-° /(Af'-j -I)- '*• Si Moltip!i(;hi la prima p« 

la terza, e si avrà .(M^ ' -fi) - ^vC^+^X^ 

e sostituito questo valore nella seconda, sarà,.., 
3Pv/(^*+f)- sA'P-frf- Di qui adesso- si hanno 
finalmente tre equazioni in M, !>^ , e P , e sono 

«.* zNV-\-i=zT\/m'^c) '■ o.,(B) 

3.* 3AfP-fÌ-%f{/(Af»-}^-l)' . ( ■' 

IV. Ottenute queste si estragg» la radice da 
ciascun mtmbro dell' equazicjne (^) , f si otierf^ 
/ 2M!?<4-« \ tMT-\-b 

=:Mx^^^x'^'P. E sostituendo i valori delle dwe .fra- 
zioni , che si hanno dalla prima» e dalla terza del-, 
le tre aficecedeoci equazioni » si hs^ «. • . • 
-* ' db. 
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formoU) che^abbraccia due equazioni , la seconda 
delle quali è di secondo grado ; 

V. Queste sono T equazioni , alle quali i3 me- 
todo di Waring riconduce la soluzione dallVqua* 
zione di quinto grado. Esso però non è generale , 
e per discoprire i limiti della sua estensione, al-< 
tro non si richiede che determinare i valori di ••• 
Af j j(^ » e T. A quest' oggetto s' inalzi al quadrato 

la terza delP equazioni {£) e si arra 

T b V^ 1 b^ 

P b 

Similmente inalzando al quadrato la seconda di ta<- 

li equazioni si ha •' 

fP d c^T^ f d* . . 

cT d 

* VC^^+^^^H-^' Si sostituiscano questi 
valori neir equazione prima , e si avrà . ..•••• 

si riduce a . • . 
cT^ d eb bd i fP* d cb bd 

t tol. 
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e tolu i tecoilni eh? si dlstrugeono -^ si rido* 

cft alla seguente a =i r-f^ r cquaziooe ^ la quale ^ 

vedere che i! metodo non può sussistere, senza cKe 
il coeliciéiite «isra eguale ad uniói^ntftà deteràii- 

iiata, e«p*Éafsa per -p^ senza che sra Tà 

sooima di tre radici eguale a zero . . 

VI. IV.itornanidp al opstra teppa , ticcona&nov 
si è potuto de^rminar./'^^per motivo della ehsioae 
jdei termini, affine di evitar .quest* ÌJK;cmveDÌcnte| 
si formi il quadrato della prima equazione, e po^ 
Bcia si facciaiio in esia le sosctm^ioal di Af > e di *ì(j 
e sì avrà cosi l'equazione " . 

li ^uafe r}({otta diviene .,' • ^ 9 » 

e ridotta nuovamente si cangia. fi%ÌÌ4 seguente 
— --r- 7--r— ir^l ?li*+- 4W 

iV Y y^ - i * \ ^ •• 



---. ? ; 



Vida adesso per rj — iT — jét^J^ »W^ .«. • 

rP* J tfW + — TST » o , di' dove' si ha H- 

4 ' i*^ L va* 
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valore di T , trovato il qual^ , niente manca per la 

riduzione d eli' equazioni di quinto grado a quelle di 
ttno , se nbn che il coefficiente « -sia dotato del va- 
lore sopra trovato. 

1185. PassUtno air equazioni di sesto grado •. . 
I. Sia propòsta T eqtiazione •• ••••• 

quadrato ( Mx^-^T^x-j-P)^ ad ambedue ì membri ; 
ella si trasforma nella seguente "• . , 
<Af*+0^-+- (»J»^-f^) x^-{^(2MP+b) x^ 

+ ( H'+( ) :r*.+ ( lA/T^d^yx^F'^ e 

^XMx^-^T^x^-P)^ . Pongasi cht il primo nfembro 
sia un quadrato , e che* abbia per radice. . .... * 

^^l^^jr-f-^y e paragonando i termini òmologt di 
(^x^^Bx-^C)^^ . . '. 
^^x^'\'2^Bx'^-^2:>^x^^B*x^r\-^fiCx-\-C^ coi.ter- 
mini omologldd ^rfmo mernbr^ su'ddi^tto , si dedur- 
ranno primieramente' le tre equazioni • . . • • 

Ili Trovatici valori di ^ y.B , e C dal paragone 
^dfglialxii termini ^i ottengoao4€ altre tre equo* 
zioni ^che scgutorto : '- - .' * • • • 

Si mòicjpllchi (a prima pe^ la terza , e fatta la 
ffpstituzione nella seconda si avranno le tit equazioni 
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ni ìMT-^hzz 2 v/(/^-f-f) v/(^'+i) . 
Ili; Estr:^gasi la radice quadrata da ambi ì mepibri 
della nostra equazione (yi) , 'e si avrà per risultato 
(2Ai?(4-a) V 2MP-\-b 

'rMi^-f5S(^-(-i' » ovvero' impiegatìdo le treequasio- 
ni trovate , e «trasponendo - . ^ • - /• 



.^(v/(Af '+i>±:-W) :r^=tr(v/5y(*+^±A0^^v/y'-h ^ =±=3>so . 
IV. Passiamo a determinare Af , A^, e ?. * 
Quadrando l'equazione IH» si trova 
•4MV*+4AAf?-fA*=4MV+4eAr*-f4F*+4c, ovs- 

i* / \t^ . bMT 
vero t-j— I — — ;r: Af *-?""" > ed aggiungendo il 

quadrato della meta del coe£Sciente di M , cioè 

-T", si pttièn^.TT-^^^ ^==\^-a7;-« 

quindi estraendo la radice quadra . . • 

S ^_ j^ . .. 

V. Trovato il valor di M , giova prima dì 
passare innanzi investigare il valore di v/(^'+*)* 
'A ^àest' effetto 'si formi il quadrato deirultiwa 
'equairione, e »t-dìsponga"lB questa guisa ... 



.a 



L 2 Si- 
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Si aggiuBfi!! i ti tmbtiue f jmml^ri, ^ lail 

4e' 
ed cstratta fa radice, . • • 

~r r~, --T =\/(*f'+0- 

te ' 

yit Falsando oni a ricercait il vaiare di 

7<l , si ,quadrj la seconda eqvaaioaf » « fatte k ridu- 

' «ioni ^ troverà— — c-^-^ — r ^* — ^~— , e pecrtA 

— . 4^^ •^•' 7 ^^ r-i7^/ • •^ ^- 

stratta la radice » e fattala trasposfzione • • 
^ ^7i. 

Vlt Per trovve adesso il vafore di v/(2^*7f-r) s* «• 
iia!:M a1 quad/atò T ultima foriòòU , ofide ti abbia 

^•/^+2Ì>yr(^l4r^)i/(/«^HrH^*^ _, 

— 4fe/^ — 4fe* — 

I III ■■ ■■ ■ iW ■ ìli 

.■..•■■■••. 4«* • , ... 7 

estraggaàì la nadice, e «i avrà ;• • • 

M^— 4^^+rfv/('*+e> •; - ^ ' 



jtr 
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;t valori -di AC, ed !^ttf pongano ncIPcqUazio- 

ne I» »Uata al quadraco j la quale è • « 

Mff-^^ "ja'srili'-f iV*4-r, e it arriverà* ad uo'cqua^ 

zionei che essendo ridotta a dovere » sarà di quarto 
grado in ]P, riducibile al seconda ( menere il Srg. 
waring giunge ad on^ equazione di grado oc^vo » 
riducibile al quarto ) , da cui avendosi T , menit 
mancherà per ridiirrt la soluzione de IP equazioni di 
tf.^ grado y alla soluzione di quelle di 3.^ grado. ^ 

VlII.f^esto Metodo però è soggetto an<ii'e«S9* 
ad anaTestrizione che passiamo a detérnui tiare . NèlT 

equazione i/ MN^-^ a:s\/ {M^^i)\/{rC-^c) 

si costituiscano i valori di itf , 9V[ 1 A**-|^ii V^^ • « 
si avrà • • • .• • • • . 

HP-^ v/(fe* — 40i/(^'-f Y <^4-i/(rf'-4^0v/C/''+0 \ i_ 
\ le J\ 2è /+ a ''^ 

/fi/c*— 4f)+*l/^^-f-0\/V<«''— 4f^)-Mi/(^'+')\ 

(—————;(,—— ir— ■—; • 

e futta la moltipiicaztoae sì ottiene * • * 

I 

Io questi facciasi la riduzione , e rimarrà . ; . 

i ide ». 

»v/v** — 40\/(<'' — 4")+T**'^^^* ^*^'"'**^^* 

duce « s — — — — -~ , valore che 

** de- 
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deve aver 4 , affinchè abbia effetto iì Metodo di'^a- 

riog « e che costituisce la restrizione accennata • 
11 85. .Passiamo ai Metodi generali . 
Met, L II Metodo che passiamo ad esporre de- 
vesi al Slg* VarigDOD . Esso suppone prive l'equa- 
zioni del secondo termine » e pone V incognita 
eguale alla somma di tante indeterminate, quante 
unità» meno una, contiene il massimo esponente 
dell' equazione. Per l'equazioni di terzo grado si 
dee/fare x:zm-{^n ; per quelle di quarto xz:m-j'n-{-p; 
per quelle di quinto, x=:m-^à-^p-\-q 8lc. 

Patte queste supposizioni si deve alzare l'uno , e 
l'altro membro dell' equazione ausiliare al grado 
deiréquazione preposta % che sia pv eserapip A!^; indi 

nella poten2ia(flf-f-'^4"/'4*f ^^'^ - ^^ debbon di* 

K~"^a 
«tinguere'i fattori (m-^n-^-p .8ic) . , 

(.7?4^«4-;r &c. ) ^"^^ &c. , in vece de' quali 

si dee sostituire x^'^^ , x^ -^ &c. Fatto que- 

sto si ha un' equazione della stessa forma che l'e^ 
quazione propojsta j facciasi il paragone dei coeffi- 
cienti 'omologì, e si otterranno i valori delle inde- 
terminate «r , » , p &c, e con ciò si avranno le ra- 
dici dell' equazione richiesta . Questo Metodo si 
può vedere impiegato af »; ii j8 , per 7a soluzio- 
ne dell' ?quazbni di terzo grado . Oi tre di questa 
grado però esso di vien quasi intrattabile, come s^' 
;ie.|)uò. uno convincere coir esperienza • 

Metodo IL dei fattori indeterminati . Proposta l'è- 
(ìmiopp ^?rf ;>4r°^'+^^°-*+ &c. -f j^xo . . .. (^) , 
pongasi eguale al prodotto di due equazioni inde- 
tcrminatQ , delle quali una ^sia del grado «— w, q 
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r altra del grado m , che sieno cioè della forma 

jC^'m^.aX^'iori^l^r^-m-2 gcc -{- P=0 , {B) 

^m^';^-i«|.jr^-^ &C. 4- P'so . . . i (O 

Siccome il loro prodotto dee risultare identico ali* 
equazione proposta , si faccia il paragone de' ter- 
mini omologì , per mezzo delP equazioni , che ne 
derivano, e che sono sempre ,tanre, quanti sono i 
cbefEcicnti da detenminarsi , si proceda alja succes- 
siva eliminazione finché si abbia uno de' coefficien^ 
ti espresso per una funzione de' coefficienti dclU 
proposta y e per 1' ultimo coefficiente di una dell* 
equazioni ipotetiche (C) , (B) . Con ciò , a motivo 
che detto ultimo coefficiente dev' essere unMiviso- 
re deir ultimo termine de trcquazìonè proposta, si 
avrà il coefficiente di cui si tratta , e per mezzo del* 
la sostituzione nelP espressione degli* altri, si a- 
vranno tutti ^coefficienti di una dell' equazioni au-« 
siliari • Quindi si avranno facilmente le sue radici» 
che sono nel tempo stesso radfci della proposta ; per- 
chè una dell'equazioni ausiliari, si può suppoiv 
re di un grado ^ che sia suscettibile dei metodi 
generali . . * 

Determinata cosi l'equazione ausiliare meno ele- 
vata , si ef^ttuerà per essa la divisione della pro- 
posta , e qualora l'equazione risultante superi il quar. 
lo grado , si^ipeterà lo stesso metodo » finché si giun- 
ga ad ottenere tutte le radici . 

Applichiamo questo Metodo alla soluzione di u&^ 
equazione dì sèsto grada . 

Sia proposta* a sciogliersi 1' equazione generale 
x^-\-px^-{'éjx'^-\^rx^'^sx^:^tX'\'U=:o ............... (yi) 

L' equazioni ausiliari sfcno . . . . • 
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Il di loro frodofco è 

Si faccia il paragone dei termini omologi , e si 
avranno, r equazioni seguenti • • • • 

4.* 4'f+Ì^^4^c'-}^/ic'=:^ ; J^ b'c-^bc'z: t ; (J.* cc'zzu 
Dalla i.^si deduce 4^.:^— -4 > quindi 44':=p4 — 4^ ; si 
sostituisca que^tQi valore mila a.^ » e si avrà • • 
£'4^4 — a^-\-b -? , d^oftde 5' s^— /F^-f 4'— -A | per- 
ciò *'f=yr-.^4f-f"^*^-r^^* 1^* dalla j.* si ha ^'csT-V; 
dunque jf—./^4f 4-?*^— '^^=^^-*^^* > e raoUiplicando 
per cyc^ — pac^-\-a^c^'^hc^-tc^^cc . Ora dalla 5.* 
si ha cUsu; dunque sostituendo, 
yc* — pac^'Y^^c^'^bc^^C'f^bu * Quindi • • 

bs — : j • 

Per ottenere «n' aitila espressione di 6, si moU 
tiplichi per r Tequarione 3.*, e sostituito il valo- 
re di fc' , si avrà c^-\^*bC'-^b^aC'^::irc , di do- 
vte V acsfc^JH^A^bc^—€^ ; ma si ha dalla seconda 
*"*ir^— -J4'— A ; dunque si moltiplichi per ac , e si ot- 
terrà *'4f*^rfc-^-4'4*f—4éc ; quindj/ . 
rf — «— .^léf — c^s:qac — 4U*e— .«6^ : sf ponga per 
4^ il suo Valore p — «, e sì avrà, . . ^ . • 
rf — U'-^pbc-^abc — f ^-^4*:— ^*4r-~4^c — .iir , sia 
\,abc*^bc :::iii^t>^a^c-^qaC''»'^'-^r€-^H , e final- 

mente b z^ '" ' — 7 •- — • 

:'Si eguaglino aclesso i due valori di 3> e sarà 
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<^ — u ^ zac — pc 

e finalmente . • . ' . . * •- . 
a} — ipc^a^ — puca,^ — itt^a-^fc^^a-^qc^ acquea — 

(pqc^^pU^^c^^re^^ruc-j^H^) , 

n - o ... (12) 

c^ — uc ^ ^ 

Con qaest* equazione , ccmoisceiido r si ptiè 
determinare a e per mezzo di r e dt 4 gii altri 
cotfBcienti . 

Tutto dunque si riduce a trovar e . Per rfu- 
scire in questo , basta osservare 9 che in virtù dell* 

u ' 
equazione (?.* , e dev' essere = "cioè un divisone 

deir ultimo termine della proposta , onde altro 
Boa 8J richiede , ch^ sostituJie ' ptr e adì* ultima 
equazione (X) ciascun divisore di « finché i valori, 
che ne risultano per a ,&e e, siehò tali , che V ausi 
liare (B) divenga un divisore esatto della proposta . 
Se questo Mètodo si voglia impiegare in equa- 
zione di un grado più elevato, s' incontrerà un cal- 
cola sempre più' operoso « finthè divcccà totatments 
intrattabile • . . - . ' 

1187. Scoh II togliere il secondo termine M* 
equazione proposta non recherebbe che danno » tìieo-J 
tre, se la proposta superi ii 3.^ grado , solleverebbe 
r equazione finale ad un grado eguale, ò maggio- 
re , doir equazione proposta. ' 

11 88. Vi é però una specie di equazioni , vate . 
a dire , r equazioni reciproche, le quali col Me- 
todo esposto possono risciogliersi ancorché sieno di 
un grader molto elevato • 

Prima che passiamo ad occuparcene sia LEM • 
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Se si moltiplichi un polioomio reciproco qualunque 

perii trinomio reciproco x^^Kc^^c^. , i,l prodot- 
to sari un poitnomio reciproco , ed avrà per cocf* 
ficienti del secondo > terzo y quarco &c« termine , 
i seguenti. wp-{t^ » «-f-ATw -f-i , p~\-Kn'\-m , .• 
^-[-A:/>4-« , r-\^^q ^p i S'\'Xr-\'^ &.cj Qaesra ve- 
rità si riprova facilnjente con moltiplicare la pri- 
mi parte iw '^^-{-mcx "^^ ^nc . x ^ &c. per 
x^'\^Kcx^c^ 5 e poscia la seconda parte per 

1185?. Posto questo sia proposta l'equazione 
^^ +^r*;^-'4,A: V-*+ ^ 

+5c^-^V -f ^r^^V+f^ =0.. , (^ . e il ri- 
trovamento delle sue rac^ici dcbBa^ficpndursi alla so- 
luzione di equazioni trattabili con i metodi generali . 
. SicDo »aquest'e)fjtto , ledue Jeqùazionì ausiliari 
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nt X 



^nc^—'^x^+mc^'^^ x^c^'—^^ o...' 

Fatto il pradoj:to di, qucsci due fattori , in vir- 
tÌ4 del lemma si hanno^ T cquazipni \A=:m -\-K^ 
B=:n-j-Km^i , G:::p-{^Kn'^m , Dziq^Kp-\^n 8lc. , Io 
quali sono tante , quanti sOno i coefficienti dati 
\Ay B gcc, e contendono tante.'iacognite w, «t pyScCsKy 
quante soixo le med^sirpe equazioni; onde qualora sia 
dato A , si possono sempre determinare tutti i va- 
lori' 



lòri reali'di a:, e con ciò tutd f fattori quadrati* 
CI dcir cquariooe proposta • Trovati questi , se Te-. 
quazione stadi grado pari, altro non si richiede per 
aver tutte le sue radici $ che trovare i fattori scp- 
plici di ciascun fa ttor quadratico , e se ella sia di. 
grado impari basta dividerla per il prodotto di, 
tutti i fattori quadratici , e con ciò si ottiene il 
fattor lineare, che insieme co' jfattorì quadratici 
costituisce la proposta • 

Sia per esempio A n 3 ; si avrà (^ =: x^ +w/f ex' * 
^Bc^x-^c^zz o, ed (1^ zz x^c — o : Fatto il prpdot-' 

to di x-^-f per A?*-|*XfX"f-f ' > ne' proviene 

x^^Kcx^-\-c^x-\'t^ , ed etfettuatoac il paragone 

coir equazione (g) si ottiene ^=3 Jf-ì , valo- 
re che somministra il fattor quadratico % 

-. Se sia Ad4> sì hz (^^^x^^Acx^+Bc^x^ 
4-^f^x-|.^4:-^ . ed (/^) ^ x"-f wt:jr4-c* =: o . -Pa- 
ragonando il prodotto di (ly per x'-f-Kr^ 4-c% 
colj' equazione (^, si trova w+a: =^ ; 24"*"^=^ ^\ 

1 — : __ 

onde si deduce *r: — ^dbv/i-^-f' i ^* » dop-. 

.'■ ' 4 . :: 

pio valore , da cui si hanno i due fattori quadratici 

iipo. ScqL Può avvenire ,. iene l'equazione fina- 
le che si ottiene in X f)resenti dei valori imniagi- 
narj , In questo caso , si divida V equazione pf<?- 
posta per il prodotto dei fattori quadratici vOttenu»* 
ti dai valori reali di iC , e si cerchino i fattori . qua*- 
dratici della .risulrante colrnecodo esposto . Io que"-^ 
«ta guisa dovrà giungersi necessariamentie. ad otterie- 
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re tutti i littori qutdnitici ire^It cjtf compOftfoiio 
lV^aaziot>e data, e perciò ad octeoere pi^ mc£zci. 
cK cMi tutte le ine radici . 

ii^t. Il Metodi» 9 di cui abbiamo fatto uso -per 
risolvere 1* equasiooi reciproche» può servire òtct- 
inamente a ritrovare 1 fattori quadratici reali dell' 

equazioni pure, della foftna x ^ti e =:0, le 
quali altro non sono In sostanza , che equazioni 
reciproche • in cui l coefficienti intermedi al pri- 
mo , ed air ultimo ' termine «ono eguali a zero . 

I.** Sia proposta 1* equazione, jr^-f*^'=^ t ^^P^* 
ragoni coirequazione (^ , e si dedurrà X =5 .\4s:o , 
JJ:so, ed I{^x^'\'nicx^-^mc^M^c^ ^ e le due equa- 
zioni «f-f-M > w-^^w4-i=o daranno m=^A » ^ pcr- 

e}ò\*-fk.i=:oVondesiha^ ="^^7 • Q"^*^ 

df ir fattore ^•4-Vx+^* = o riceve le due forme 

x*^ -^— -f-r'^.x^- ^ " +f*=o,c 

questi due fattori insieme col fattore A?-f-f r^o che 
si deduce naturalmente dalìaproposta., sono i fa^i 
tori componenti richiesti . 

II.° Sia proposta l'equazione jr<^-4-r^ = o; sì avrà 
/r^,^30 , 5=0, C :=o , e le tre equazioni ...... 

i»4-V; z= o , »-f Kw+i^ o , i»-f <i»-f w =:o . Dalla 
prima si ha wrr —K; dalla seconda sostituendo , 

„ ^ j^« I , e sostituendo finalmente nella terza , 

^^— jk^ , equazione di cui le radici sono 

ic^o, kzz'±:\/r'Qni^dipctx^^cj^^ 

^ hanno i (M x'+c'^o,x'+cxx^^^ . 






IH.'^Sfarpi'OfKwu l^cqumtoM sf^-rfc^s^ . Fatto 
li •olilo paf agooe si to a=A. » ^^po ^ flsp , &c« » e k. 

tre equazioni iw-f"A=o v »-f-^w-f-*=^'Hh^''+*^=^» 
dahé quaH ne dcrivaX^-^J^'— -^^^ i^o equazione 
che ha tutte le radici reali, É,che^i trovano coti 
► i metodi ^sposti. ' *;^ , 

! IV. Sia data 1* equazione af^-4"^«so ; ]8ari..M. 

X=8 , ^=0 , fixo &c. m-\-k^o , «-|-i^i»-f-i=ò,' 
Ì^+^''+'»^^» 2n^kp^o idi dove si deduce 

V,^ Inr generaJc se debbànsi trovare i fitttdtl 

di un'equazione della forma x- '^^^ rso^bast^ 

parre ;r ^' ;r::;^., e (lavare i fattori delktrtffQnpaU 

^ ,a. .rh ^ ^. ^ > ^^ 1 q^*^^' ^ì deci vana poi faeUmcj^ce 

..qu<lli#./V.^*'^:^<^- 

. iiSi^* f&^i)»niQ air equazioni pure d^lla forlM 

•^—f:' io. Trattandosi di quest'equazióni, dtb- 
bonsi iifstfngtrere due casi, e sono: primo che \ 
lf>a im' rjuQ)i9ro^paii|»fi;seeotida che Malia Runaf- 
ro impari aft+i • ^ 

Nel primo caso V equazione è della formsi 

X — f *^ SO la quale si riduce a quest'altra forma 

>i (Jf^ + c'^)(.v'^— -c'^)r:o, dove altro non 
si richiede , che trovare i fattori di 

af"+ €^9 ed ;r"— c^ . Siccome poi quelli di 

jr"-f-*''^ si trovano per ciò che si è detto disopra, 
quindi tutto si riduce a trovare i fattori di 
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l.^ A qiieèt- òg^tto, io fiiccio nuovatnefite la 
distìnetone di yt- pari , ed impari ; se sia ^ :=: im » 

si avrà x^ — V^ =(^"*— e") (:r™-f e™) =: o , dove 
se tn sia pari si proseguirà a decomporre nel modo 
stésso , finché si giunga ad un fattore x^-c* ; trova- 
to il quale si hanno i fattori di x"^ — c^^ di a?Vc^ » di 

II.° Tutta. la difficoltà si ridiK;e pertanto 4 
caso » in cui nella divisata decomposizione, si giun- 
ga ad un fattore x^ — c^=:o dove sia f=2H -j-.i>i. 

Ora in questo caso , siccome T equazione 

^'«(^+'^c*l*+^ rro è divisibile per x— criO, 
51 eseguisca la divisione , e si avrà Tal tra fattoffe 

componente (T) . . x^^ ^cx^l^'^^e x^^^^ ^. 

1 , ap.a^a ^ ^2{x-i ^^^a/i ^ ^ ^ . j, g^^,^ ^j^^. 

me è un polinomio reciprocò si sciogKe ne* suoi 
fattori per ciò che si é detto < di sopra^ ». noi. 
Ecco una Tavola dei fattori dcir'equaziooi pu- 
re x^'dtc^i^^o'Rtìo ai gracte decimò , che può 
esser utile nella pratica • * 
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Metodo ìli' ìdeì/àmsort. Sebbene ì divisori di' 
i^n' equazione nòp differisca rio dàl'sùòf fattori ,* 
nientediméno quei'tò' metodo siccóme ha pfcr' ogget- 
to prQprìamepte reqùazioni num'etfche , e(i in qué- 
ste riesce di '^n vfio aiiài estèsd, ptirchè non De vietfe 
impedita pùnto Tappi ìcàzfòile dairòrdiiìe delTequa'-i 
zìonii merità'Sir* és'ser qui espósto compitanfénie • 

I. Qual^anque ^radice di un'' equazione è di- 
visore esatta dér di lei omogeneo' ;' questa verità 
ne seeuc da ciò' che si é dimostrato (w.'ioij.)'* 
si può comprovàrèf' ancora facrimente con divider 
per X un'equazióne qualunque .v^'-pàx"** ,; . . .'». 
M iwi-f K zi^oi p'erchè" traspoh'éndó V ùltimo ter- 

miiie si ha ^e*^ '-f^^ ^'. - ; .•-|h»,:3,^ , dove il 

secondo membro dév' esser intero "i a m'dtivò che i 
tale anche il pr?mó . Postò ^uesfò , essendo 1* e- 
quazionc libera dalle frajsioni', se abbia radictrah 
zionali , esse debbon esser nuftlèri' interi : si ^cer- 
chino dunque tutti {^divisori' fnteti del P ti! timo 
termine delV equazione dajta : ciascuno di essi si 
sostituisca nella -medesima in -hiogo dell' incognita » 
e quelli ^l;ke la ^manderanno a zero , saranno ra- 
dici* della 'tnedÀimà .• ' '- 

II. C^alora.. l' ultimo termine sfa molto gran- 
de , coiìvicfn Te^nderla iiainqrc col Metoida .esposto 
( n. ictfj. ) , laltrimenti s'incgntreri ncccssratiamen- 
te un numero grsinde di diifi«orfriamil|,Tcbit ritar- 
deranno il ritrovamento di quelli , che sona utili , 
cioè di quelli.;(;héfanpp svanir requazione,.€ ne 
.sono, per cons(?guènza ie i-adlcf^ f^ .' ;' ' 

^ IIK CoiT^tutto quérto/ però,' ppswno accade- 
re *ie iflcpnvwicqti , *i qu^Hri^.d^òpo evitare, e 

sono 
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«000 ; i • Che r cttnogeneo ooq possa dimintyf- 
si i^r vtrqtia tr^formaziolie., il cjj^é avviene , (]u<rn« 
do rcqua:?ioo«"pc<)ppsia contiene delle radici irrazio- 
09IÌ; a.^ Che seb.bene T omogeneo possa dimt- 
iMirsi , non òscance s'incontrino^ Jei divisori inucK 
U > cosa* che avviene* quasi. generalmente . 
. per evitare que&cLdue iqibodire/iicnti ecco il Me- 
todo , .che fa dVopa seguire . , , 

Essendo n uno dei divisori del T omogeneo ».s{ 
A che. Tequa^ipne dev* esser divisi|)ife per ^dfc» ; 
Quoque se sostituiscasi per x lipa quantici qualun- 
que n p I» trasformata sarà divisibile per mdtzn . 
Posto .questo sia i^ equazione generale •••••« 

x^-\-px^^^^'-\^x^ &c. 4-r=o, in cui pò. 
sto n OD divisore di Tjsar^ xdtzn un divisore di 
,tutta r equazione. .Si diai^a ad ^ i valori J » a , 
1 , 9^ — «I ,,:*— a ji —5 , cli.c^prpcedóno in prò. 
gresstoue arimm^cica; Questi si sostituiscano pier x 
tanto neir equazione, generale^ qua^/io nel divisore 
, jKd», come: dimostra Ja TavoJasegucnt^ ; 

ì : T A V O LA 

Ipotesi «yf Sostituzioni ./B^ t)ìvisori.C 
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" DI qui sì vede, che nessun divisore delP ulti- 
mo termine, di lin^equazione'i' che .risulta dall* 
ipòtesi df^ so, pop essere una radice ♦^se non 
sia minore* 'di' uh" unità dì àrciino ' &r 'dririsóri 

che 
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che «onimterstra Tipotesi diofrsi; e non sia mag- 
^ giore di un unità , di alcuno di quelli, the sommi- 
nistra r ipotesi di x±--^\ • Quindi ne deriva la 
regota.. In luogo delTincognita si sostituisca i,o,-i. 
Di ciascun risultato si scrivano p^r ordfne prò- 

E, gressivo I divisori , che si debbono considerare 
positivi 9 e /negativi • Fra questi si scelgano 
, quelli, che appartenendo alle tre ipotesi , procc- 
^ dono ordinatameace in progressione arimmetica , 

(di cui la differenza sia i • I termini di questa 
* progressioae , corrispondenti all' ipotesi di xso , 
saranno altrettante radici delT equazione proposta. 
Riguardo a questo Metodo l$i debbon osservar 
tre cose , e sono i^. Cbe se le ipotesi di x som- 
ministrino due, o più. progressioni » eccome 
possono aversi dei^ divisori dell' ultimo termine, 
i quali sieno minori di un'unità di alcuni divi- 
seri del risultato, prodotto dall'ipotesi di. i?s— r , 
e che sieno maggiori dei divisori del risultato , 
prodotto dall' ipotesi di x^i , e non ostante non 
sieno radici della proposta, convien fare delle nuo- 
ve ipotesìdi^r-Zjdix-— -2 , di jrsj, di ;r=>— 3, &c, 
per isceglicre fra i divisori dei risultati , quelli 
che continuano le progresssionì trovate , e pren- 
ì dere nelle progressioni più prolungate i termini 

|i corrispondenti air ipotesi di^-^o; non trascurando 

'k f di provare però i divisori corrispondenti ad ;i:=o 
J deir altre progressioni . 

y. 2*. Se per mezzo de' divisori si possano for* 

jjt mare delle progressioni arimmetiche f, di culla 

I differenza sia >i , non si deve trascurare di far- 

[^ lo, perchè i termini che in exse corrispondono 

\ all'ipotesi di xso^ essendo divisi per la ragione 

^ arimmetica. 9 posson esser radici deli* equazione 

I ^ M . \ da. 
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data < E' però facile a vedersi che <fXt%t% sorta 
di progressioni non può esser di uso , che nel ca» 
so in cui i* equazione data abbia il primo termine af- 
fatto d^ UB coefSciente, e (a ragione suddetta, sia un 
divisore di esso • fn questo caso per provare se i ter- 
mini delle progressioni divisate , corrispondenti all' 
ipotesi di «=ro , sieno realmente radici, si otterrà 
l'intento più semplicemente, dividendo l'equazione 
proposta ptrf»*rfcyi, dovewi si suppone un diviso- 
re del coefficiente del primo termine, edegualealla 
ragione arrimetica ^ ed n il termine delia pregressio-. 
ne che corrisponde ad a?=o . 

Terza ? Si deve .finalmente avvertire , che se 
qualche progress» mt cresoa andando dairalto al bas- 
so , idi lei termini si debbon prender negativi, per- 
chè siccome la serre delle ipotesi è decrescente , de- 
ve tss&s tale ancora h serie dei divisori • 

ii9ì^ Tutto questa vale, qualora fequazionc 
data abbia delle radici razionali. Se ella non ne ab-> 
bia , che di irrazionali , o immaginarie , potriavec 
soltanto dei divisori reali quadratici . Con vien per- 
tanto vedere come questi si possano ritrovare . Ec- 
co il Metodo , con cu? riuscire in questa ricerca . 

Primo. Pongasi che i»«*+«x-|-^ sia un divisoc 
quadratico della proposta , e formisi una tavola , co- 
me segue, di cui la colonna «>f contenga le ipotesi 
Ài X : la colonna B contenga f risultati , derivanti da 
tali sostituzioni fatte nella proposta : la colonnari 
risultati prodotti dalla sostituzione dei valori ipote- 
tici di X bel fattor supposto ; la colonna D, i quadrati 
dei numeri supposti per x , moltiplicar! per w, divi- 
sore de! coefficiente del primo termine; ed in fine lai 
colonna £conce>ìisa i residui, che nascono dal sottrar- 
re i.«tei;mini-delb colonna/) dar fattoreìpoteu.* 
co^trasformato che gli corrisponde nella colonna C* 
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A?=-l 




^=-2 




&c. &c. 





lite -f- »4i^ 

V 

m — n -^p 
4W — 2«-}-^ 

&c. .&c. 




Secondo. Osservo adesso , che 1 residui nella 
colonna ,£, formano una progressione arimmetica 
di cui « è la differenza; e perciò , siccome w sì 
può sempre conoscere . per trovare i divisori qua- 
dratici si può seguire la seguente Regola; I.NelP 
equazione data si sostituiscano I numeri i,o, «5 
in luogo dell' incognita. II. Si trovino tutti idi- 
visori dei risultati di queste ipotesi. Ul. I quadra- 
ti dei termini 1 , o, — i moltiplicati per,f», si sot- 
traggano dai divisori trovati , presi tanto positi- 
vi , che negativi , e le differenze si dispongano 
per ordine . IV. Si prendano tutte le progressioni 
arimmetiche somministrate da questi resìdui. V. Un 
termine di queste progressioni corrispondente alP 
ipotesi di Arso, sarà il valore di/F; /a differenza di 
uqp dei termini della colonna £ da quello che lo 

Mi j,rc. 
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precede col suo sfigno , sarà il valore di » ; e un di- 

visore del coefficiente del primo termine deircqua- 
zione data starà per m. Soscicaid questi valori nella 
formola wx^-j-'^jr-f-p , si avrà un dfvisor quadratico 
della proposta equazione . VL Se abbiansi piii pro- 
gressioni arimmetiche , ad oggetto di escludere Je su. 
pertlue , si ponga x:=i , x=-2 , *?=} ,. x=-3 &€• e 
si faccia uso delle progressioni più con,tinuate > non 
trascurando di riprovare anche le altre • 

Es.** Sia proposta l'equazione , 

3^.«5jc^-^7;r*— 5»— tfnK) la quale non^ammette al- 
cun divisor semplice razionale • ficco T operazione 
per esceso • 
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Quadrati dell' ipotesi 
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Nella coloona /^ si sono scritte fc ipotesi^ 
nella coTdnna ^ i risultati ;- nella colonna f 
tutti i divisori dei risultati ; nella colonna p 
i quadrati delle ipotesi; nella colonpa £ i residui ot- 
renuti mediarne la sottrazione di ciascun quadratp 
delle ipotesi da ciascun divisore corrispondente > pre* 
so positivamente, e negativamente. Nejf uhimp 
colonna finalmente si sono scritte le progressiooi 
arimmetiche , Sbrinate permezzo dei eesidui contenti- 
ti nella colonna ^. Fatto questo, per escludere le pro- 
gression4 ir,\MÌi , aggiungo I- ipotesi di x=i , e fat< 
te le dovute operazioni trovo i numeri -—j , — ii. 
che continuano la seconda , e la terz/i prc^ressione; 
perciò ritengo dette progressioni , e rigetto le altre . 
(Quindi osservo che nella seconda progressione , all' 
ipotesi di :r-o vi corrisponde —a : pongo di^u- 
que pr: —2 . Sottraggo poi — 2 da— r5 , e trovo—-} 
per il'-valore di «. Perchè finalmente jl jCoeflBcicnte (jli 

x'^è-i.» pongo I per w , ed ho cosi il divisore ,• 

x^—jx — 1 . Per questo divido la proposta , ed ot- 
tengo 1' altro suo divisore x^ — ajr-f-j . Se si fosse 
impiegata la 3.* progressione si sarebbero trovati i 
medesimi fattCfri • 

M^t» IV. delle radici indeterminata . Sfa proposta 
Tequazione generale jc°-}-iiA:'^"*-|^é:r°'"^-|"^*^^"'^ ec.=o 

n . n .0 

e pongasi x^v/'^+v/^+v^^c. finché i radicali 



Simo 



dell'ordine» sieno di numero 11-—1 ; 

Per determinare ^\i B , C|» &c. suppongaci 
che queste quantità *sieno le radici di un* equazio- 
nedei grado n — i, indt^terminata , « 

:2^"'-f •*r?-4-.^i;;r^4. SiG^^^mo,^ . Affinchè questo 

possaaver luo^o > altro non si richiede che dat% una 

... ^ for- 
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iom^ i^^W^W^ ^"# supposta equasiione : pcc 

determinar questa , si fajcia la potenza n, **"^* dell' 

equazione ipotetica x^\/ A-\^\J3-^^c, ed m essa si 
'avverta di sosci'ruire.a in luogo di ^ ^ S i C &c , ^ 
in luogo di /^C ^^ì; ^i/C&c. p. &€. &c. 
e di trasferire dopoctascunamoiciplicazion^^ tutti i 
teroiini razionai nel primo membro . Fatto questo si 
avrà un' equazìgne del grado stesso che l* equazione 
proposta , ed in essa i cgefEcienti saranno espressi per 
i coefficienti dell* equazione (^ » « , t^> ^ &c. Si para- 
goni ciascun termine di questa col termi^ic cor. 
rispondente del.la proposta , e rimarrà in questa gui- 
sa determinata la forma dcìT equazione (^^^ con que^ 
sto si avranno i valori di ^y B yC &c, e po-rdò quelli 
di X. Avvertasi però che fino al presente non si sa 
ottenere la determinazione della risolvente (^ , se 
ella superi il quarto grado , se pure in essa non 
mj^ichino. tutti i termini, eccettuati i tre pdmf • 

Può notarsi ancora di passaggio, che si p<;ssono 
formare tante equazioni , quante sono le rabici dell' 
cquAiioneiferta., per mezzo dei soli coefficienti . Di 

fatto essendo proposta l'equazione ..••••• 

^° -f.aAr°'''4-^A:^''5ic.=o dicendo «, /S, j. , J^Slc. k ra- 
dici che la costitu-iscono , si possono formar T equa- 
^ioiii.«-f ^ 4-'y4^&cr=-tf,fl§e f c«^'-f /2r9.&c.=:.è,...\.., 
«/7-f-«.^<^f/?><r&c. tr-f Quest'equazioni però,a mo- 
tivo.deidiv.ersi prado«i<he contengono ,, sollevano 
troppo il grado dell'equazione finale, e perciò se noa 
provisi qualche metodo particolare di trattarle , non 
sono di uso a/cuoo nella pratica*. 

Metodo V. T^r req^af^hni di cjii le raditi /igf- 
mettono una forma Cardanica 

1°. Sia proposta un'equazione genecale 

«^+^af^"'+*A:"'^+fA:""^.f ^=(> , e cerchiamo prima 
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di tutto qua/i condizioni si richiedano perchè fé 
sue radici^ possdno comparire, sotto forma Car- 
danica , cioè sotto la forma . . , . 



^7 4 / 

9 che la sup- 



- - v/=p^-\// =t^ p'+^ q" \ 

\ 2 \ 27 4 / 

porremo compresa nella forma \/ /^ -j- ^/5 , e per 
maggior semplicità nella forma (-{-a , in modo 

che siaJter-f-^' 

H-^ Sia dunque jr^f-f-» , e si faccia la sostituzione 

di questo valore nel T equazione generale . Si avrà 

(r f «)»4.4(r+«)°~'+A(r-f «r^'-f &c. =jo ; e svU 

luppando le potenze , i termini disposti per ordine 

saranno . • . • • • • • 

■ '2 * • 3 '< 

(«•2)r»-3) 
3-°i^""^+(»-2)*^'^"^«^+ ^r°"?«' &c. + *«"•* 

2 

&c. &c. I termini trovati si dispongano nel modo seguente. 

(n-i) 

^^'"^ «Cji_i)(»»_») 



(».") 



» • 3 

O, («—Oc 2) 

--^f»«»(*''~'+rt°"') i- &c. 



(B) 




«»-!-«' 



X*-^CX\/. /— , - 



V'-Ti 



78o . 

di tutfo quali condizioni si richiedano perché /e 
sue radici possano comparire, sotto forma Car- 
danica , cioè sotto la forma . , , . 

27 4 / 



- - v/=F 9 ~v// =tti P^-\- * ?* 



che la sup. 
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porremo compresa nella forma \/ i^ ~f- \/y , e per 
maggior semplicità nella forma t-^-u y jn modo 
che shxsf-^u. 

It.*^ Sia dunque x:zt-\'U , e si faccia la sosntuz?one 

di questo valore Dell'equazione generale • Si avrà 

(f J^uf^a(t^uf^b(t+ur^'-j- &c. =iO ; e svi- 

luppaodo le potenze , i termini disposti per ordine 

saranno . • • . • • • • 

(Il-I) («.l)(»-2) 

• '2 ' 2 • 3 '< 
- («-l)(W-2) 
2.°4^"-'+(«— 1>^"-»||+ ^4r""V+ &C...+4«" ' 

2 

&c. &c. I termini trovati si dispongano nel modo seguente. 






(^ 



(^ 



x'+c' 



«8+C« 



X* —ex V , - 

^i^,^^>, [mmmmmmmi^mmmmmmmmmmmmmm 

;f»+^fjr^'-K»_2ÌC-f l)r-. O 



' ^x \f 2 -fc* 
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cxvj=^^+^--^) 
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trovo nel termine (/^y t^u^ (^«"<y-L«n-(j. 

' — (»^/""^-f ^^«^"•^); nel termine (C) trovo 

termine. (D) trovo e f""^ + r «""^ .Faccio pertan- 
to il paragone della prima qnanticà con le altre 

(n—iXn—2) 
due ed ottengo 3^^»- — ^ — — ^ ( ^'^V-f-«'^^r^ ) 

s y (a— *2) /°"^ Il + tii^^^ 4- f r°"^ 4. f «""^ , equa- . 
zione che iosttttuto per b il suo valore — ^;irii , 
<}tviene tale che non può verificarsi in verun 
modo, seppure ooti sia cso v perchè in qnest' ipo 
tesi svaniscono i termini r^^'-^-f-r/i""^ , e gli akri 
prendooo la forma •• ••«•.••. •.•.••/^««•••••^«•.•••••.••••* 

ed appartengoiro perciò ad altra e! asse di termf- 
i,'^ t^-\ ni. Dunque 1* equazione cercata de\r' esser man- 
cante del quarto termine . 

Vf. Vcn«»ndo ai termini affetti dall' esponente 
»*— .4 , si vede 4^ che a motivo di tfso ^ t c^o % 

j.^l deve aversi l'equazione —» tH^ (^"-44ii°"4) 

&c. := b (n^2) tuit^'"^ -f «^"-f)4rfr""4+rf»°"^ e sostituen- 

^o «— ^/# in luogo di b 9 ". ^'«* ••••• 

2 

=:—»(«— a)/ V-}-d , e perciò <f= — -— rV 



i.^tf*» 



(i.y 



Vir. Paragonando i termini dotati dell' espo- 
(a.") ncnte n — y , si vede 5*. io virtù del rasiocinio 

usa* 
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^ato 4i sopra, che. non può succedere la 'Ui- 
trazione scambievole dì essi, senza che m ^^^ , 
dal che ne segue , che Tequazionc richiesta debba 
esstt priva del sesto termine. 

Vili. Sf prosegua il medesimo calcolo, e si 
concluderà che un'equazione , la quale abbia le 
radici espresse per una formola Cardanica , dev' 
esser mancante dei termini di sito pari ; e che 
i coeflScienti degli, altri termini debbon essene or* 

ilinatamente », — ; — , " — ^ -' .* •.... 



2.3.4. ^•3*4«5* 

&c. &c. &c. 

Quindi l'equazione generale, di cui le radici 
possono comparire sotto forma Cardanica, è k 

seguente — ...••••J • 

»(»— 3) ■ ;i(«_4)(n— 5) '. 

'a 2. ) 

n(n—5)(n^6)(n—7) 

' 2.3.4. ' 

^ ^°— /»;=« .... (h) ' 

IX. Trovata adesso la forma dell' equazioni, di 
cui le radici ammettono la forma Cardanica, tir 
mane dà vedersi come sì possa procedere alla di 
loro soluzione. 

Essendo . proposta un' equazione priva- dei ter- 
mini di sito pari eccettuato l'ultimo; di cui i 
coefficienti- numerici sieno eguali ai coefficienti 

rcspettivj esposti qui sopra , 4 9 — ' — %...• 
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»(»— '4) (»--? )> »(»—?) («—<?) («— 7 )> 

a.j 2.3.4 

&c. &c. deir equazione generale , dove sia sosti* 
tuico ad n il grado deli* equazione proposta » e 
che contenga nei respettivi termini delle quantità 
corrispondenti a tu f t' h' ^ &c. si paragoni il 
secondo, e T ultimo termine di essa col secondo, 
ed ultimo termine deir equazione generale (k) . 
Si avranno cosi due equazioni con due incogni- 
te f > u 9 di cui si otterranno facilmente i valo- 
ri . Trovati questi si ha immediatamente una ra- 
dice xst-^u ; questa si moltiplichi per ciascuna 
delle radici » dell'equazione s"-.i=o, e si avranno 
con ciò tutte le radici richieste • 

Tutto questo si renderà più chiaro con degli 
esempi . 

Es°, Sia proposta t risciogliersi l'equazione 
x^'-^sax^'^-sa^x^^b^o^ la quale appartiene alla spe- 
cie di equazioni di cui trattiamo . Facendo il pa- 
ragone indicato si trovano le due equazioni •• 

5^r5fff9 e b zzi'^-^ti^ . Dalla prima si deduce «^^7? » 

valore che essendo sostituito nella seconda, som- 
ministra r'^— ftr^ -^4'ro , equazione, che posto 
^'s:y, divienej^^ — iy-f-^^^so, e somministra ......... 

1 

y^t^ ;=i"7 b t±:i/ i A' — a^ , di dove si deduce 

it____ 

finalmente t zi \/ i * ±:/\/(i é*— 4^) . Si operi 

• : 1 



1* 



10 
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uj u n jmado- stesso per ra pporto ad A, e si troverà 

«= v/ 1 ^ =±:\/( I *'—«') ; quindi . . .' v . ' 

IT 17 

Questa radice si moltiplichi adesso per cia-^, 
scuna radice- dei r equazione «r^^i::: o , le quali %q^ 
fio, come rf pud dedurre dalle formole addotte pee 
requazjoni pure , i, . • ....... 

,^______ -___^ » — ■■ " '* 

W I III ■ rt l II H ..P ■! I| || ,_ I ,, „ ^ - I ■ - "^ , 



'- -\/5--t -yZ-io+Vy ' v/>-»- v/— 10-2 v/ 5 

Disponéado queste radici in guisa , che i pro- 
«Jotti a due formino un prodotto sempre reale 
zstuzzzUi sì hanno finalmente le cinque radici che 
seguono . 2Z 

(-l/y-i+v/-»o4-a\/5) 
1. xst-^-u 5 a.*jter — — ^ 



<-\/T—tV~ 10+2/ 5) 
4 



» 3'' * = 



(-v/?— t-^/ .io-f-ay/s) r-\/y-i-f-v/-io-f-2x/5) 
4 . + « " 7 "^ 



CvA-l-}-\/-io-2v/5) (1/5 -i-v/-«'^-»v/5) 

4. Jte~ — '..J- » 

4 ^ 4 • 5' 
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ìTef. Vì.Ter V eq^ti^imt che hanm dtlte radici 

eguati. ' 1 . * 

1.^. Essendo proposta un equazione qualilnque ...... 

j^^l|>.^af°"«-^ÌA'""*&c*55a, h quale w .;wppra fn vin- 
ta det M-ctddo esposto^ ai p^ 1^9» c{i«l xoocenga del [e^ 
nKh'cè eguali r yolciido inve^ti^re t; raion MW 
sole- radici egpali> si formi ua'equaawrfe gene/a^ 
Je di un grado «—-a. I termini omologi ^ della 
.risuUtnte «i- paragonino con.t termini tifila -prd-^ 
^ posta, e- sf otterfatmo tairt' equa g ion r , qinnrj in- 
determinafe si erano supposte . Sì deduca di qui 
•\ iL valore delT indeterntwata che eatra nelP «qua-^ 
.' zjone ipotetica di secphdo grado , e si avtaano* 
così (e. radici eguali cercate. 

.Bs% Sapendosi «he reqdasione ji^-f"4^+J**' ^^w- 
t^nga doe radici eguali , si vud sapere it Téìc^ 
ditali radici • SuppangQche [e contenga V equazione 
x^rr^n^-^-H^^^ » ^ perciò e che le radici eguafli 
sieoo eguali 2kà m » Quest' equ;?zione la moltiplico 
per irtr' altra equazitmc generale .di secwda gridd 
«^ — ax-\-b^o^ ed ottenga la risultante •..,... •• 

— ax^-X-zamx^ — itmx I-o 

• : 4-^^* • / 

- — Fatto il paragone dei termin-t omologi » ottengo 
le. (piattre equazioni seguenti ....—•••'..^.••.^i,»-*.... 

j^.bm^z:^ • Dalla prima derivo 4=— aw ; sostitui- 
sco" questo valore nella seconda ,« e trovo fcjw^ ; 
^titaisco dìniijovo nella quarta» ed ho im'^^i > e p^- 
\ ciò^ 
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CIÒ w-i > valore che terffica le quattro ^^azìoni ' 
addotte : dunque concluda , che le due . radici, 
eguali richieste sono 1, j* ^ ^ . 

3°. Siccome per ìl\ Teor. di Hudd' si sa 
(fi, ìopj.) che qualora un- equazione contenga un 
numero nt di radici eguali, la sua trarformata , 
che I si. ottiene con moltiplicare ciascun «aa ter- 
mine per T esponente che gli appartiene , dee» 
contenere un numero w?*--x delle medesime radici, 
per trovare il valore di esse, ^i cerchi H massi •, 
mo comune divisore della proposta , e della tra^ 
sformata. Questa darà un'equazione , che compren- 
derà 1)7-^1 radici eguali, ed essendo una potenza 
perfetta delP ordine .«presso dal numero m—'i: 
delle radici eguali, che contiene, somministrerà^ 
facilmente il valore di ciascuna . radice eguale, 
- Con questo metodo sì vede, che qualora sap- 
piasi solamente che- la proposta contiene delle ra- 
dici eguali , se ne può determinar facilmente il" 
valore, ed il numero; perchè esso risulta sem- 
, pre uguale al numera delle radici , che costituii 
scono la trasformata, accresciuto di un^unità. Ve-^ 
diamone un esempio^* : * 

Es°.. Dato che 1' equazione ,.%..... • •• 

contenga delle radici eguali , si vuol sapere il lo-^- 
ro valore", e il loro numero. 

Per riuscire in questo,* deduco la trasformata 
di cui si è parlato di sopra, e la trovo essere é 
Óx^-^ZS»^ — 80*^ — 4Sox^ — ayojr-^l^i 13=0. Cerco il 
massimo divisor comune di questa, e della pro- 
posta , e trovo A'^-fp.t*+^ 7*^+2 7^0 . Estraggò 
da questa funzione la radice cubica, ed ottengo 
x^ — 3 . Dunque concludo che il valore delle ra- 

die* 
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dici eguali è— 3 , e che il di lonj numero è ..^m. 

ss34-i=4» c^i^^ ^^ fii^fo succede. 

uj>4. Esposto cosi quanto appartiene ai Metodi 
esatti,' con vien passare ai Metodi aprjprossimati , i 
quali benché inesatti , pure siccome possono dar* 
ci dei valori prossimi quanto sì vuole', e sicco-. 
me sono l'unica risorsa , che rimane air ^naista 
nei casi , in cui riescono insufficienti i mietodi 
esposti ) sono degni di tutta Tattenzione, e meriuno ^ 
che ce ne occupiamo con maturità . Siaprimiera* 
mente. 

1195* Probi. Data un'equazione , la quale con- 
tenga delle radici reali, diseguali , si dimanda 
un Metodo , mediante il quale si possano deter*^ 
Oìinare i limiti di tutte le sue radici reali,- di- 
sep;uali . Soluz* Dall* equazione data si deduca col 
Metodo esposto al («.1057) inequazione (£)) cioè 
l'equazione di cui le radici sieno i quadrati deU 
le differenze delle radici della proposta . Questa 
si trasformi nella sua reciproca , onde abbfasi ....» 
i-^xv-^-fiv^-^-^v^ .... 'j-wv^=:o . ...(£) • Si tra* 

I 
sformi adessojnuovamente con porre vx~c la risul- 
tante sarà della forma ......••••.♦w •-..• ..•...•....•-.^ 

y-|.ay 4-4v«-2+Xy""^ • • • 4-^=^ C^) • ^ac^^ ^^^l 
sto, si cerchi una quantità K tale, che superi 
prossimamente tutte le radici positive dèlP equa- 
zione (f) col metodo del massimo coefficìerUe ne- 
gativo , o col metodo esposto al (»• 1072). Tro* 
-vata questa ,^poiché si ha K:>y; risulta (. detta «» 
una qualunque differenza delle radici della propo* 
IX 1 

sta ) Y <r"<^<«* 9 e perciò TT£<^9 cioè mi- 

'^^ noe 



fi- 
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nore della minima dlffereoza di sopra accennata • 

1 
Sì isostituisca diinqu-^ , posto ~^=^, in vece 

delP incognita nelT equazione proposta ciascun 
termine successivo delU serie 9 ^5. ? A 4^ > 5*^/- ^S" 
e quante variazioni di segno %\ otterranno , fante 
(». lopj») si avranqo radici reali nella pro^iQsu 9 
e i limiti di ciascuna saranno i due termini suc- 
cessivi delia serie suddetta , i quali àvrannq prodot- 
ta una di tali variazioni • 

iiptf. Intorno a questo metodo si debbon fare 
due osservazioni» che posson giovare assai nella 
pratica, e sono [e seguenti, i*'. Se / si sappia 
che non possa esser >i 9 o che si abbia una sola 
radice r^ale , in q^esto caso te radici reali della 
proposta non potranno avere alcuna diiferenza>i , 
e perciò, fn luogo della progressione J, aA.>3^> ••• w?J^ 
si potrà sostituire successivamente ciascun teoTiiòe 
della progression naturale i , 2 , 3 , 4 • . . »? • 

2^. Se \jì\ non possa ottenersi in termini razio-. 
nali esatti , si prenderà perj^ una quantità prossi- 
mamente maggiore, e si farà l'operazione, come 
sopra . 

1197. Metodo ié" Lìmiti . Sia propQsta adesso 
l'equazione ^x'^f 5;t™^'^-.C;r"*"'*&c. ro .,♦ {K) 
che abbia delle radici reali , diseguàli , e- se ne 
voglia determinare JI valor prossimo» Si trovi uu 
limite di una di tali radici reali col Metodo e- 
sposto . Questo limite dicasi «, e sia «C^, e fie-(-i>x« 

II 
Pongasi xz,<A \'~ à<^vt — rappresenti ciò che side- 

y y ^ 

ve aggiungere gd « , onde si renda egaale ad;r .Fatta 
la sostituzione e la riduzione , si ha la trasform;^ in j^ 
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I 

Si osservi adesso , che siccome dev* essere — 

,>o , e<i conviene che sia jf>i ; perciò l' equazio- 
ne (lE') deve contenere almeno una radice reale>i . 
Se ne cerchi dunque col Metodo de' Limiti il va- 
lor prossimo, e sia fij onde si possa fare y^-^^ 
I. I 

"^ ,dove — è ciò , che manca a per formare il 

giusto valore di y • Si faccia la sostituzione di i^-j" 
i 
— in vece di jf nell'equazione (X'), eia trasformata 

^"2«*-f5J'2n»"'+C"3"*"*&c.« ... («'') avrà, per 
il raziocinio addotto di sopra una radice r:ea(e>i • 
di cui 5* inve2>tigherà come sopra il valor prossi- 

I 
mo ; questo si chiamerà y e si porrà «s)/-|- — , 

e cosi inseguito , a misura dell' esattezza che si 
richiede • 

Ovunque si termini l'operazione, per ottenere 
il valor prossimo cercato di ciascuna radice rea- 
le diseguale si dovranno raccogliere in forma di 
frazioi\e continua i successivi valori , onde ab- 
biasi per esempio .v-at j-i 

« f- &c- 
• Di qui si dedurrà la frczione ordinaria equiva- 
lente, e si avrà il valore cercato . 

• Esem- 



Es.*» Sh proposta à sciogliersi per approssi- 
mazione l'equazione cubica x^ — ix — j=.) . Richia- 
mate le denominazioni de!!' equazioni esposte al 
(n,io6y) copvicn determinare prima di tutto j 
coeffidcnti a, èy e 8ic. dell' equazione (m per 
mézzo delle formole ivi addotte. Ja.esse, posto 
tu-} i si deduce facilmente uf=o , B= i, C=— e 



i 



"=»=}; Quindi si trova, 



7=jo . ;>=pi . Con questo p=a=m^i2 , q- mS 4-6 
-7-^72; r^my+i^MS-i-—;-~=-i^9y- per. 

CIÒ rf=/rrl2, Ar =,(J, f^JL LZl 



»— <f4J ; Trovati questi valori sì ottiene l' equa- 
zione (/)) sotto la forma v» - 1 iv^-^-ióvA-eAilo . 
Ora IO osservo, che a motivo delia consecuzione 
d. segno nella proposta vi si debbon contenere 
due radic. immaginarie, e perciò una sola radice 
reale, onde per x sostituisco i numerio, 1 , 2.^ 
perchè il massimo coefficitntc negativo » accres- 
ciuto di un'unita supera tutte le radici reali pò- 
sitive: I risultati che ottengo soncr-.5, — 5, 

r V."^'*^' * *^' 'J"' "^ inferisco che la radice rea- 
le dcila proposta cade fra a , e 3; 

Sia dunque Arr2-}-y.|Fatta la sostituzione ottengo 
-. X ùy^ —6y—i=o . Quest' equazione ha ," per ciò 
Cile si è detto di sopra , una sola radice reale 

I 
>i;d'aItronde-dev'esser<i, ed jf >i ; dun- 
• • • N a . que 
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quc i valori da sostituirsi per jf sono..., ,.. 

O9 1,2» 3 j 4&C. il , perchè il massimo coeffi- 
ciente negativo accresciuto |di un'unità è = 11. 
Fatte le sostituzioni trovo che i valori io, 11 , 
danno due risultati —5i , +54» ^ concludo 
>che il valore intero prossimo di y è iqì 

. i 

Trovato questo pongo xziio-f.'jed ottengo P equa- 
zione 612^—942*'— ao^ ^1=0 . Sostituiscansi per zi 
valori , o , 1 , 2 , 3 &c. e siccome i valori i , e i 
presentano la variazione nei insultati — 54, +7^ 

I 
pongo z=t + ~je trovo sostituendo. Inequazione 

j^p3«|-.2jM*— 8p»— 6{ =0 j pongo successivamente 



I 



per u i valorlo , i , i , 3 &c. , e trovo «ri-f- ^ 
&c. &c^Proseguendo cosi , e raccogliendo i va- 
iori 51 ottiene xr: 2+1 

lo-fi 

-•Si —-' ^ 

i+i 

2 &c. 

Di qui si derivano le frazioni equivalenti, e si avrà 
% 21 25 44 iir 155 57<^ 7j^ 

7' ^' II* ^' 53 ' 74 * *75 ' 349 ' 

23^7 

• &c.&c.,Iequaii sono alternativamente mag- 

i^^4 j- 

giori f e toinori del vero valore di Jf . 
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Intorno zìi' equazioni («0 » («") » (K"0 &c. si 
può dimostrare il seguente . ^ 

1 ip8. Teor. Se i limiti delle radici di un' equa- 
zione, che abbia tutte ie .radici diseguali sieno 
tutti diversi, niuna dell' equazioni (X) , (A^'Ol&c. 
può avere più di una radice reale >i ; ma può 
averne più di una se fra ì limiti ve ne sieno di 
eguali • 

Dimostrazione . Difatto se netrespressione «ryd-f- 
i 
^iao7) avesse y più di un valore reale ( che , 

y 

per ciò che ivi si disse , dev'esser >i) il mede- 
simo limite fi apparterrebbe a più di un valore 
di Xi cioè à più di una, radice; or questo con- 
tràdice alla prima ipotesi , e può soltanto aver 
luogo uelfa seconda; dunque &c. 

iipp. Tornando al Metodo di approssimazione 
di sopra esposto, conviene avvertire che il me- 
desimo 9 quantunque elegante e vantaggioso , è non- 
dimeno , sottoposto ad alcuni difetti 9 che nella 
pratica possono riuscire incomodi soverchiamente • 
Questi sono i seguenti. 

1°. Che per trovare. fa quantità i^>y »i .proce- 
de con un Metodo poco esatto, qua! è quello del 
massimo coefficiente negativo^ ovvero ir Metodo- 
di tentativo esposto al (n. lo&i.) • 2^. Che oon 
essendo generalmente razionale il £adicale\/k, la 
quantità prossimamente maggiore» che per fessa 
convien impiegare, può rendere il metodo meno 
pj!onto , ed esatto , poiché la di^rensa / che ss 
ottiene in questa guisa , fra ,i vailori da sostituir* 
si, può risultare minore di troppo della minima 
differenza delle radici; i\ che i valori da so- 
sti* 



75^4 

stituirsi in iuogo dell'incognita sono fratti, e ptfr» 

ciò incomodi ad esser trattati nel calcolo. 

Per corregger questi difetti , jCcco il Metodo 
che fa d' uopo tenere • 

Essendo proposta un'equazione qualunque 

x'^^ax^'''--\-bx^''^ &c.=:o si determini (w. 1193) 
quante radici diseguali contenga; qnindi si sosti- 
tuiscano succce^sivamente per- x i numeri natu* 
rali i> 2 i 3 , 4 &c. fino al massimo coefficien- 
te negativo . Se con queste sostituzioni si ottenga- 
no tante variazioni di segno nei risultati , quante 
debbon esser le radici reali diseguali delT equa- 
zione proposta, si avranno senz^aftra operazione 
i limiti delle radici , e con ciò i loro valori 
prossimi. Qualora poi alcune solamente» o nes- 
sune variazioni si ottengano , si mo/tiplichi T in- 
cognita X per una quantità /> tale, che superi 
quanto basta il denominatore della minima diffe- 
renza» che in questo caso dev' essere <i • Trova- 

y . 

ta la quantità p , e fatta la sostituzione di~ m 

vece di or, siccome nella trasformata la minima' 
diiferepzà risulta >i , si sostituiscano per^ i nu- 
meri nat^irali fino al massimo coefficiente negati- 
vo, e' /sì. avranno cosi tutti i limiti delle radici 
compotìenti la trasformata, questi si dividano per 
p, t sì avranno i limiti delle radici dell'equazio- 
ne proposta- . Eccone un esempio . Sia propo- 
sta r equazione .t^— i5J:'4-7^-f-J7=o- Facendo 
vuccessiv'an9cntejirm=ac3&c.=i5 si otttengono co- 
stantemente dei risultati dello stesso segno. 

y 
Pongo perciò *='*I> ed ho la trasformata...... 

y' 
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jff— ijooy-f-7^'^^y+37^c»oo-<^» Sostituisco per 
y i numeri naturali , e trovo che le due ipotesi 
di y:=34 9 tAyzii^ danno due risultati di segno di- 
verso; concludo, pertanto che 24, e 2; sono i 
iimiti di una radice reale della ^trasformata , e per 
conseguenza, che 2 , 4 ;i2 , 5 sono i limiti di una 
radice. reale della proposta. Proseguendo nel modo 
stesso si troverebbero i hmiti delle altre radici reali . 
I200« Un pregio assai valutabile di quest* arti- 
fizio consiste in questo, che per di lui mezzo si 
posson ottenere delle approssimazioni vicine alT 
esattezza , quanto si voglia . Per vederne un 
esempio, sia proposta V equazione ^^-f-J^-f 7^0 • 
Siccome per la sostituzione di — l,e di*i*.2 ot- 
tq)go due risultaci di segno diverso , ne inferis- 
co primieramente che uua radice reale della sud- 
detta equazione consiste fra — i , e — 2 . Per ac- 
costarmi più d' appresso al valore di tal radice , 

y 

pongo ATp— ,ed ottengo la trasformata ...••.; 

^^4-500^+7000=0 . Qui osservo che siccome 
una radice x esisteva fra — x , c~ 2 , uria radice 
reale y deve esistere fra — io, e— 20. Mi faccio 
a restringere questi limiti,, e pongo a quest'effet- 
to ^=—15 , e sfccome il risultato è negativo > 
mentre la supposizione di ^=—10 presentava un 
risultato positivo ; concludo che un valor rea* 
le di y dev' esistere tra — 10 , e — -ij . Pongo .... 
j^sr— 14±: •— ijz:; — 12 , e trovo sempre un risulta 
to negativo . Pongo finalmente jr=2-*-ii, e trovo 
un risultato posftivò; deduco per conseguenza che 
una radice reale della trasformata dee cadere fra 
—-II , e —Il , e perciò che una radice reale del- 
la 
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la propósti dte cadere fra— «i ,- Xj e— r, *# 

Per inoltrarmi di vantaggio oeli* approssimazio* 

z 

oe pongo yzn — ; La trasformata è •••m**.. •••#•*.«•• 

»'-[-y 00602: -f-7^^o-'^oo = o , ed in questa per es- 
sere ùfta f^dvcty fra -^i i, e — 1 2 , uniradice z dcv' 
essere fra — no, e^ — 120 : Ora sapendosi che 
t:=i — i IO dà un risultato positivo; e che zzz ^110 
dàiln risultato negativo, peràvVicihar di più questi ,^^f 
limiti SI faccia 2 =: — ^115= — ii^n: — nj,^- — i^* ; ;|. 
e si avrà ^sempre un risultato negativo , finché si . / 
£icci^ 2= —III . Dunque una radice reale z ca- 
de fra— in, e — Ila; quindi uria radice reale 
y cadrà fra ^—11 , i , e — 11 , a e finalmente una 
radice reale x cadrà fra— i , 11, e— -i , 12. Ecco 
pertanto che si conosce un valor reale di x il 

I 
quale differisce dal vero dì una quantità < — T • 

Si vede poi che si può uno avanaar facilmente ^. ^ 
delle approssimazioni straordinarie. 

1201. Scoi Quando si è trovato il valore pros* 
«imo di una radice reale *— i > i , che non differì* 

sce da! vero, che di sì può inoltrare T appros- 
simazione con un artificio molto semplice • Sia-per 
esempio Tequazione *^ -^5*4-7= o, di<ui una radice 

r 

differisce, coitie si è veduto, meno di — dal vero va- 
io * 

lore . Si ponga x= — f , i+e . Fatta la so<;titu2Ìone si 

ha z^-fj , 3«*+8, 55 «-f- o » ^^9^ • Orz sìcco- 

I I I 

me z è< —, e perciò «' < — Ti e z^ < si pos* 

iO ^ ^ xoo • 1000 

sono 
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sono trascurare s^mz' error sensibile i prjmi due 
termini; rimarrà S ^ 6jz <^ o ^ lópso ^ di dove si 

o, i6p 169 

deduce =— J757=-i^=-o»o»P P^^o » 

poco . Dunque a?= — •! , 1+2= — i , l|9. Volen- 
do spinger più oltre rapprossimazione si può far uso 
di varj artifici dipendenti dai principi impiega- 
ti dì sopra . Si può per esempio scriver V equa^ 

aione nel mo*iò che segue cioè... .••••...#..••• 

*— o, 169 

«r"! ''-^ ' • ' ' quindi potre nel denomina-» 

z — 3 , g&-f- 8 1O3 ^ 

tore in vece dì z il valor prossimo trovato — o, oìp, 

ed" in vece di z^ il suo valor prossimo y ooojdi • 

—0 , 169 

Fatto questo si ha £^=T"^^ — ^^"'^ * ^^9^ presso a 

poco ; dunque prossimamefttc x=: — 1, iip4. 

La medesima equazione in z si può isciogiiere senza 
trascurare altro che il primo termine : conjque* 
sto si ha ^r— OjOipy, ed jrr-i-i , iipj pressa 
à poco . Finalmente nel modo stesso che ci siaoio 
serviti del valor pròssimo di :r:=— i, l per tro- 
varne uno piii prossimo — i , i ip, ci possiam servire 
dì questo per trovarne un terzo più esatto. Si pongi 
infatti x=:-i, 119 -f^« . Sostituendo a! solito nell'equa- 
zione proposta i^-fj.r-f 7^0 si ha , trascurati i due 
primi, termini , S' , 75tf483«-fo, oojSjiSjirO» 
d • oiid? si deduce «= — o , 00044 , e :r=— 1 , i J944^ 
E* chiaro che per mezzo di questo valor prossi- 
mo se ne può trovare un quarto più prossimo 
àncora, dipoi un quinto, e cosi in seguito, fin- 
ché piaccia, cosiccchè sì può avere un' approssi- 
mazione, che sì confonda quasi coir esattezza. 
\'^ 1202. Dagli antichi Analisti furono immagi. 

nati 
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fiati varj altri metodi relativi alila soluzione ap« 

prossimata dell' equazioni ; non son essi però 
punto paragonabhli ai Metodo esposto , e riescono 
quasi di niun vantaggio. Fra tali metodi si di* 
stingue il Metodo del P. Rayneaud insegnato da 
lui nel lìv.VL dt V Jndyse dcmojiirèe . Esso con- 
siste nel dedurre daJT equazione proposta delle 
successive equazioni di limiti , finché giungasi 
ad un'equazione rìsolobiie. Trovati le radici dell' 
ultima equazione , siccome son ^sst \ limici delfe 
radici che costituiscono l'equazione precedente, 
si possono per mezzo loro trovar le radici prossi- 
me della suddetta equazione precedente , quindi nel 
"modo Slesso si * può uno avanzare al ritrovamen- 
yto delle radici appartenenti all'equazioni più vici- 
/ ne alla proposta , finché si pervenga ed ottener 
le radici richieste . Si vede ,. che se V equazione 
proposta sia molto elevatiir, non, solo il calcolo 
risulta operosissimo, ma l'approssimazione stessa 
riesce assai lontana dall'esacte;i^za • 
. Un altro Metodo fu-insegnato da Af. Rolle membro 
deirAcc.R. delle Scienze , nel suo Tratte d\ algebre 
V a* i6pp 9 sotto il nome di Cascadej . Esso pure con- 
siste in avvicinarsi continuamente ai valori dell' 
incognita per olezzo di equazioni successivamente 
inferiori di un grado alla proposta • , 

Dal Càlcolo Differenziale si hanno per la solu- 
zione approssimata deir equazioni , -dei Metodi non / 
meno eleganti che vantaggiosi z questi si posson ^ 
vedere nel Calcolo Differenziale di M. Eul^r . 

I20J. Fin qui dell'equazioni numeriche : pasciamo 
all'equazioni letterali. Proposta un' equazione let- 
terale , non solubile co' i metodi esposti, si pon- 
ga r incognita x=^-{-£m'\-Cni^'\-Dm^lkc. dove 

sia 



sia m fa minima lettera cognita, che abbia parte 
Dcir equazione. Sostituiscasi questo valore nelT 
equazione data, in luogo deirincognita.' Q'a$cuna' 
serie verticale di termini . omologi si faccia =o , 
e da quest* equazioni si deduca il valor di cia- 
scuna delle indeterminate .>^, J?,C, D &c. Con 
questo Sì avrà un valor deli' incognita' espresso 
per una serie convergente. ' ■ 

Es*^ Sia da trovarsi i! valor prossimo di una ra- 
dice reale dell' equazione ^^4-(/'^-f-^*>-/^'-.2^^=o 
p essendo <q . Pongasi !X!=:^-^Bi)'^Cp^^Dp^ Slc. 
e sostituendo si avrà ia trasformata ... 

r -fj^'Q^'+J'^'V+S^'C/^-^ &c. 1 

+6^SCp' -\rS^'Ep^ &c./ 

'\-6^£Dp^ &c. -^ 
^q'^ Bq'p + CqY -f Dq^p^ + EqY &c. \' 

+ ^qp + ^P^ + Cqp' + Pqp^ &c. 1 
.29^ . . — />' , / 

Pongasi ciascun termine separatamcnte=:o, c'si 
avranno T equazioni i.^^^J^^q^ _ 2q^ := o , di 
dove si deduce ^zzqy i^-^U^B-^Bq^^-^^q :=:o; 

e si derivai «•^•^^^^^ • W • • 

Ì'U^B^+ Ì^^CJ^ Cq^ ^Bq-zz o, e si ha C 
. —Bq—iAB^ 1 ^ 

^Cq^B^^6.^BC+i 13X 
perciò i) = ,a t 2 — ^ r=. 

quin» 
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q«i«di£.= — z;:^^^ =7^8";? 

9cc. dccm &c. 

Fattala sostituzione di questi valori si ha final- 

I i p* ifi p^ 509 p^ 

mente ;r=f- ~^4-r" ~-h '^A-T'Z T 

&c. &c. 

Si consalci su questa materia una Memoria la- 
boriosissima di M. de la Grange {Acc. M BerU 
4/;. 1768.) 

Esposto cosi quanto appartiene al ritrovamento 
Jel valor prossimo delle radici reali ^ rimane da 
vedersi come si possa trovare il valor prossimo 
ielle radici immaginarie . Sia pertanto 

. 1 204. TroN. Essendo proposta un^equazione 
che abbia delle radici immaginarie ^ si dimanda 
tin Metodo eoo cui si possa ottenere esatto , ò 
prossimo fi loro valore . 

Saluzhne i.° DalT equazione data si deduca, in 
virtù del metodo insegnato al ( ». lotfy. ) V equa- 
zione (D)j la quale abbia per radice i quadrati 
delle differenze che pascano fr^ le radici della pro- 
posta • Questa ( io58. ) avrà per lo meno tan- 
te radici negative , quante sono !e coppie di ra- 
dici imftiagioafrie » <be si contengono Della propo» 
Sta; e tputati i segni dei.termini di sitotpari, avrà 
tante radici positive , e perciò ^an^te {variazioni di 
segno 4 quante sono Je suddette radici • Dicansi 

«-f/6v/-i » r-^/^v/-' ^"^ radici immaginarie jin- 
determinate , e ^ T incognita dell' equazione (Z)) 
con i.' segni mutati nei siti pari • Dovrà essere 

(«-f./3\/ri--«-f)8v/'^)* =:--*4^' =— • V . Siene 
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fe , l(, V' , a:^^' 5cc. le radici reali prossime dcU'equa- 

ZXQfìt, (P) suddetta , e si avrà JS::—^ > ^=^~^ » 

fi— , iS — &c, &c. 

a.^ Per conoscere i valori di « si sostituisca. 

per .r, «-f-^vZ-i nell' equazione proposta ; DeU 
la trasformata si formino due cquaziòtri , una 
delle quali contenga tutti i termini immaginari • 
^ Queste saranno della forma seguente flt"^-|~^*™*' 
^.^ni-2 ^^m-2 cc.5:o,i»«™"'+/«'™"'-f 5*™"^ ec^o..(H;. 
dove per la sostituzione accennata si hanno i cocf- 
Scienti P9 ^&c,p, q &c. espressi per i coef. 
ficienti delia proposta , e per..^ » Si sostituiscano 
per fi i sopra divisati valori , e siccome le due equa» 
zioni (H) costituivano insieme una sola equazione» 
un tnedesimo valore dee verificarle aniibedue , e 
perciò debbono avere un comun divisore; si cer* 
qhi pertanto questo divisore f finché giungasi ad un 
residuo » in cui la quantità « non superi U prims^ 
potenza; posto questo residuo eguale a zero , si 
avrd ufi' equazione affetta da « , e da i6 , da cui , 
essendo noto fi , perciò che si è detto di sopra , si 
conoscerà il valore dia. 

^.^ Se la trasformata (D) abbia due radici rea* 
li eguali fra di loro , fi avrà pure due valori egua- 
li . In questo caso » poiché a ciascuno di questi 
valori di fi possono corrispondere due diversi' va-» 
lori di a , nell' equazioni (H) vi dovranno esser 
due radici comuni; perciò la divisione, per ot' 
ottenere il comun divisore, si proseguirà finche si, 
arrivi ad un residuo «^ in cui u non superi la secon- 
da 
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da potenza; Le due radici dell' equazione sommi- 
nistrata da questo residuo fatto :=ro daranno i due 
valori reali di «i. 

4.^ Si proverebbe ugualmente, che avendo tre 
valori eguali, deve « nel divisato residuo solle- 
varsi fino al terzo grado • 

Esempio i,^ Sia proposto a trovarsi le radici im- 
maginarie dell'equazione ;r^^^-j-io=:o, la quale seb- 
bene non fosse dato che contenesse due radici imma- 
ginarie y si saprebbe dalle teorie già spiegate . Si avrà 

2 

^=::~ 2B ^^^^— 1 , 1^ = jC :r 30 ; 5 ;=>— B^ir 1 , 
T .1::— ^/^-f C^::^— 50 ; 'D zz^BS-\^CB^ -ig% ; per 
Conseguenza p =: w^rr — 6 ; q rr mS^^^ :=: 18 , 
r r:rw<i;-|-i yS.-^— io/(^ zz—%166, ed a ^—5 ,bzz.9^ 
r^Tip— 2704 • Si sostituiscano questi valori di4 , i, 
e e nell'equazione (Z>) in cui sieno mutati i se- 
gni nei 5Ìti pari, e si ^yrrìv^^6v^-^9V^i']0:\x=i:> . 
La radice reale df quesra èrr irf; dunque ,.. 

v/v - " 

/?= :=: 2 . Per trovare « , pongo < -[- 2 v-i 

per X nella proposta , ed ho • • • • . . • 

9.^-\-6it^\/-i^i 2«-8 v/-i+« f-a \Ai -)-io=:o,d'on- 
de ne deduco le due^t^ — ii«-j*io=:o, « — ixO • 
Siccome ho già trovata un equazfonc lineare in 
flf mi è inutile procedere alla ricerca del noto resi- 
duo 5 ed ho «-I ; perciò concludo che le dae radici 

immaginarie delTequazione data sono i±2^/-i , 
il che si sperimenta esser vero colla riprova . 

Esempio 2°, Sia T equazione .r^-S^^^ -[-35^-2^-0 , 
essendo ^ì:-8,ì?^25, C— a5 , si ha c^-^5^> ^—7^ » 

Si 
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fc— i?^i2yo, rr—.5i^ 4-^3. =19^0+1 500=3250 
2)=: — 5S-^C^=: — 2^23 2 ; laonde p rr — i jo ; qzz.* 
11250, r;=^— 1031270 ; quindi^ rr.K»-22,i = lai , 
f rz: -—400 ^e perciò T equazione (D) é . . . 
v^ — 22'i>^-|-i2i v^ — -joo -o ; Una ^radice reale di 

questa ézz 16 i dunque /?— 2 . Sostituisco «e -}".^v/-i 
per :c , o sfa «-4-*v/-i e fetta la separazione otten- 
go le duc*^ — 8flfc*4"'3*+*=Oj 3**— i(?«-|-2i=^- 
Moltiplico la prima per 3 , onde poterla dividere per 
^la seconda • Il residuo Io trovo r: — 8«^-|-i8a -|-i8 . 
Questo pariménte lo moltiplico per 3 , e poscia lo 
divido per la seconda equazione', e trovo un secpnda 
residuo, in cui «tè di primo grado , cioè^j^ct j-zzz. 
Dì quf deduco «113 ; perciò concludo che le due ra- 
dici immaginarie della proposta sono 3±2\/-i • 

. ^pplìcAZÌone deir ^Analisi 

a diversi oggetti . 

1205. Non è r Analisi una scienza di pura spe- 
culazione , né il difficil calcolo serve a pascolar so- 
lamente la dotta curiosità del Geometra • In tutto il 
vasto regno de/la natura ella mostra particolarmen- 
te la sua meravigliosa influenza, in guisa , che le 
più trascendenti scoperte , cui vanta la moderTia Fi- 
sica, a lei debbono T origine , T applicazione , e 
le conseguenze . ^ • . 

Noi passiamo ad occuparci di quest' applicazio-, 
ne come di un oggetto non mcn dilettevole., che 
interessante. 
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S E Z. I O N E L , . 

%4pplkazÌQne deW ^mlisì alla di- 
mostrazione dei Teoremi • 

I20(f. Un Teorema p;jlièlinà verità generale, il 
di cui ricrovamencj lioa cosrà il più delle volte» 
che una piccola operazione analitica , a cui non 
di rado il caso stesso conduca . Quantunque però 
&cile si presenti il discoprimentq d/ UH gran nume- 
ro di Teoremi , difficile riesce pltremodg il trovar<*j 
oe per via sintetica la dimostrazione • Basta apcire^ 
i libri di Apollonio Pergéo, e di Archimede , per' 
incontrare un'ambage la piii rincrescevole , a-tta a 
disanimare qualunque profondo Geometra . iSem- 
bra che gli Antichi Mitematici abbia no voluto com- 
pensare U facilità delle loro scoperte colla difficol- 
tà delle dimostrazioni, se pure non vogliasi pensa- 
re , come è nftol to probabile., che abbfewio. amato ài 
ravvolgere in un velo , dirci qù^i misterioso , ed 
accessibile a pochi , il merito dei luro ritrovati , 
per procurar loro cosi una naaggibr? stima , ed un 
rispetto maggiore . Noi essendo persuasi che il 
maggi )r travaglio punto non accresca il pregio del- 
le scoperte, ci facciamo ad esporre un Metodo eoo 
cui dimostrare i Teoremi co* i principi stessi dell* > 
Analisi • ^ , 

izoj. Essendo il Teorema una verità 5 che ha luo- 
go generalmente, ne segue , che esprimendo ana- 
liticamente le proprietà che lo costituiscono, per 
ilevenire a quell'equazioni che se ne possono deri-^ 
vare , considerandolo come problema , debba l'equa- 
zione finale risultare identica nei si^oi termini; per- 
ché se detta equazione tale non^ risultasse» o do- 
vrebbe 



vrebb" essere assorda r il cbe è eotrm) V ipotest ; d 
dovrebbe aver laoga per alcuni decermùmi valori, 
il che pure contradice alT ipotesi , perchè , ta que- 
sto caso t la verità proposta costituirebbe un prò- 
felina . Cpn questo salo prltscipio <Jeir Weritlri delT 
equazione finale « sf pUÒ dimostrare qualunque Teo<« 
remarti un iDocto niolco semplice, e spedato • BS- 
3ta esprimere le proprietà che costituiscono il Teo« 
rema proposto colle opportune equazioni , rìguar- 
d^odoi^ come Un problema , e quindi procedere aUa 
L 'successiva eliminazione . Se rcquazi^ne finale ri- 
sulti identica , sar^ dimostrato che la verità propo- 
sta ha luogo geqefalmente , e che -perciò ella è 
un teorema, .. ;. 

Si dirà che ia questa guisa si viene a sacrificar 
Y evidenzi ad una facile templicità *^ b rispondo 
che r Analista cerca U certezza I e non T eviden- 
za sintetica , la quale niente conferisce ad estender la 
sfera delle cógni^'oni Matematiche vUn.arj|diccde- 
doWcon legittime regole soddisfa sicuramente al 
problema * wk eli4 è meno certa 5 perchè la geo^ 
metnia tion conoirre a dimostrarne la verità , Ma 
vediamo qualche f^ppltca^iouc del- prtiKipio espói. 
56) colla dimostraz^iope di alcuni T.eoremi * 
*^ i 208* teorema , Datò un triarigoFo equilàtera 
y^J5C(Fig.* 88^ se prendasi dentro di esso unpuo- 
to qualunquedjè da esso conducasf una perpen- 
dicolare su ciascun lato, la somma di- queste per- 
pendicolari db 9 dix dà é sempre uguale airaltezz* 
$ù del triangolo ; e ^e prendasi un p\m<^ ^ ftic^t 
del triangolo , si conducano cpine sopra- i le per- 
pendicolari eg f ea i ef'hi\ ciascun Uto», purché det- 
to punto esterno cada dentro if pltolungamentodi 
due lati-, che no^ %h dalla parte dèl!j^ftt);j'>lY), 



fg-j*^/— rt't|>ariiMnte uguale all' altezza £B; 

Dimostrazione . Essendo condotte le »perpcndica^ 
lari , divisate > si prolunghi la perpeirdicolare eo^ 
finché incontri in M il lato t7^,.e dal punto o 
si conducano on, 0/ parallele respetti vameiite alle 
pcrpendicolifi yfe^ i/ • Fatto questo dicasi....,....^ 
Afft:^CzJfC^2.a > 3D=:b , /^osx , dozyj ed oCzzza — n 

Si avrà per i triangoli simili •••.«m— ••.•,••••••• 

bx 
B/4d\ KAOj ADiùBihAo^oK , cioè Aibiixi— z:oK . 

bx i 

Quindi JKrf= —jf. Di nuovo per 1 triangoli si- 
mili BCD ^ MCg si ha CDìDB 11 CoxoM i vdìt z 
' bM bx 

dirc4;£::24— ^:2ft—- — qfAf) perciò rfMn: 2^ — -*'' 

— ^j'- Inoltre i triangoli simili B^d, Khd danno 

ìjc bx i 

5/^:^D :ijg/:ferf, cioè 2^:^:;— — V: — — -:y=Arf . Fi- 

4 : ■ . za \ zj -.K 

nalmeQte per i triangoli simin £CD , Afrfi si ha 

. . , . bK . bx 1 

9B:CDi:M.Didi , cioè ><i: .4.: **— '*~— Mf:i— i~^-^ 

a -^ za , 2 

y=di . Som*iando ' adesWjL valori dcjle perpendìco^ 

b^ì bx 

lari db , dì y do, SI ha>4;-— 7;^+^— ^-; 

*^ j quantità z:h::£Ap identicamente , e percip; per n 

qualupq^c valore; di 3 , e di x ; vale a diire , quii- 
lunque sia., il puntb^ preso dentro al triaT>goÌQ . 
Passiataq al $ecoódo. ca.so . Pongasi *.,...,-......*..«u' 

.■'"';■.': ir " . ^ bx-: . . ■ •' 

tfO^jf, e^^rif&s-^-Lj, eiVszè— — +> . Si avrà 

poi 



8o7 
poi per i triangoli simili £Z)^, Kge i BoiiADiiKeige > 

bx bx y I 

vale à dire, lazai: — +v: ^4-"^ — ^^ • Pari^ 

mente i triangoli simili BCD , Mef , sommi- 

nistrano BCiCPiiMeief y o sia 2^:<i::2A— ~+J^ii— 

-^-4-T^=^/* Facciasi la somma delle perpendicola- 

^^ '^ bx X bXi I 

ri eo,eg, er/,e si avrà -+- ^.-^^.i^^^-^. - y:=6 

ideniicamente ; dunque &c« 

Ì2op. Tear . La superficie di un cono è uguale 
alla superficie di un circolo , il di cui raggio sia me- 
dio proporzionale geometrico fra la lunghezza 
del cono» ed il raggio delta, sua base. 

Dimostrazione • Sia r il raggio della base > ed 
l la lung^hezza del cono : sarà la superficie del 

22 . 3r i 22 

cona = ~ — "X T i^~rl: ma la superficie dì un 

7 } T — 
circolo, che abbia per raggio y/rl^ «... 

22.2 I ^^ 22 

è =s ~Z^\/rl X'Ty/rl = ~rl ; dunque si ha 

%^ 22 

'Tris: '^rl equazione identica; '^dunque la su- 
perficie del cono è uguale generalmente al cìrco- 
lo descritto con im-raggiòs:^/r/.Nel m.Q.do stesso 
pilo diqaostrarsi , che la superficie del cilindro è 
sempre uguale ad. un circolo., il di. cui raggio 
sia ona media geometrica fra la sua altezza » e il 
diametro della base»\ 

i^io. Teor. Se un arco circolare Kfl£' (Fig*/5t) 
O 2 ' ... fac- 



faccia una rotazione intorni ai diametro ' j5>( , la 
superficie descritta dall' arco KLB è uguale al cir- 
colo , che ha per raggio I4 corda. KB. 

Dimostrazìgne .Di hitQ KS-\/ifiO^^Bo^\ ^ e 

posta BOz:X , ed NB^T^a , KB=^ V^?^} o^a la superficie 

; — • ^ 
del cìrcolo, che ha per raggip y^ax , è z:-~ax , e \t, 

superficie divisata = ciVr.JSISf.^P^"^ axy di^ncjue ec. 

Sarebbe facile col metodo usato per | Teoremi 
addotti, il dirno$tr^re con poch( cqtti di penna 
|( compi icatiftstino secgndq ìibrq di Euclide; ma 
il giovane diligente po(r^ occuparvi&i da se smesso • 

Finisco questa sezione con avvertire % che ii 
Metodo esposto è somalamente vantaggioso nella 
pt»^t»ca , per poter verificare sul momento certi 
Teoremi , ()i cui sarebbe diigeile ^i^ver pronta là 
^jippstrazione sintetica ^ 

S E z I O N E IL 

\éppltcaztone deU\4nalÌ5Ì alla solmìone del 
problemi Massimo e rf/ Minimp , 

^ati, Si è veduto al («•5j!ta,) ch^ per dcter- 
rninar i valori > \ quali possono, render massima,, 
P minima una Tunzione Hel grado m j convìen 
moltiplicarla ordinat^mencc per Ja progressione 
fw., w— j:, w*~i ...o , e cercar le radici delia 
finzione trasfomiata / le quali sole possono ^ciò 
fcdJisfore , attra non rimanendo da osservarsi, 
fbe il segno delia secanda trasformata . Applichia* 
f^o questo principio ài la sofii^ìonc di alcuai prò- 
fienai • Jf 2 1 2 
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V Ì2i2 yfdW. Di tutte le parabole che' si f>ol$-. 
sono fbrtnàre colia sezione di un cono retto dziOf 
81 vuol sapere <]ual sia quella che ha la massimi 
superficie è Soluzione^ìgK 29) • Dicast 4 il diametro 
della base ^, la Ìangtìc;teajKt' dicasi À, l'ascli- 
sa ^u4 prodotta dal piano segante richiesto *;..4.; 

bx , _ 

DBC , :iix ; sarà -^^^'^ i * CJl:z}J ax-^xK Tut- 

ta la superficie ÌSDCB sarà =^T^\/ a^^'—x^ : DiflFerch-: 

isiando , ed eguagliando a aero ij risultato ^ giacché 

(n.i^f4. ) si ottiene Io stesso , che deducendo ìi 

trasforoiata; e perchè avendosi éei radicali^ ioti 

«ì potrebb^ellà dedurre^ si ha«i.»i..%...i.u.*.,....Mi..i 

A. b , ^ 4 b. 

^'^i/ax — x^-^-^-;^ X i=o ; quindi^iri— «* 4^ 
34 5 » 



Va* 



:v IT"— ^yF^^i^ — 2Jc*=o , ed 3^ =*"tfi 

lore che produce iin massioio , perchè ii.secotidò 
differenziale risulta begativo ^ tome si vede divideh'^ 
do per A^ . 

1213. Trobì. 'Di tutti i coiiJj che poÉsohd 
circoscriversi ad una sfera 3 ^f cerca qual sia il 
minimo* 

Soluz. Sia ^Ó diametro della sfera data ^ sii» 
(Fig\8p) V sia ab il diametro i che deve aver la 
bfl9e del coho richiesto i e dicasi j^ T altezta dk^ 
Condotta dal plinto ^ la perpendicolare ^P4 sa- 
ti Tti^m; dicasi x la proporzioéé 4F del raggio 
tercato , ci si «Vrà k^pn^Kii Co» questo si hailà 

fntc^cx\/x-^m\y 
lolidiià dei cono richiesta sì v"^^^^^"^7V ^"^y *ì 
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Si proceda alla differenziazione > supponendo y 
costante , e si avrà x::; — m : Dunque il diametro della 
base richiesta dev' esser doppio del diaoìetro della 
sfera. £* chiaro poi che la determinazione della base 
determina, contemporaneamente V altezza • 

1214* TrobL Si dimanda di formar due sfere» 
che prese insieme abbiano la minima solidità fra 
tutte le coppie di sfere , che si possono formare 
in una superficie data* 

Soluz. Sia a la superficie data, Jf il rae;gio di 
una sfera , ed jy il raggio delPaltFa. Detta s la 
superficie della sfera, che ha il raggio Xy si avrà 

ax^ # i 
la proporzione 5:ii-^::;c^:jf^ ; perciò sz^ TT*^» > ^ ^* 

superficie della seconda sfera sarà 4-te~rT~ * 

quindi la solidità della prima sarà"— ^ jj^ ; e la 

solidità della seconda '~7Tr"'?r ; e differenziando si 

3^Ar^rf:r-f-jtfjfVy 
dovrà avere T equazione — r-. , , .^ : — — •• 

.3(jr^JL^'^7~*r — '^ ^ ' ^^« f^^^* la riduzio- 
ne al medesimo denominatore , e trascurato il 

denominator comune , diviene della forma 

^ax^dx^-jax^ydx -^-ì^x^^dy ^jay'^dy — ikx^yày 
—jjy^rfy— itfjr'^rfjr— 2^Ayf^(/5r— o . Questa si divida 
per /i , e si separi in due partì , delie quali cop^ 
^tenga una i termini moltiplicati per cfx, e l'altra 
1 termini moltiplicatipcr dy i le isì^'avraànolc riw 



j;r^-|-5 jT»-^*— 2Ar'^-^2irjy^:=0 ,.... •.. 

Si divida la prfma per\v, e la seconda per y ^ 

onde riducansi alle sègaenti ,...• •••...• 

j:r^-j-jjry* — 2Jr^— 2jr^=o i. ..•.......*.....,. 

sx^y+ìy^-^i^x^—'^y^^o 

In queste si faccia la riduzione , e si eguagltno 
insieme , e sarà 3^^+3'^y=3*lv4-3y • I^i qui si 
dedurrà finalmente A?(jr*-f^^)= yC'^'+JV^)^ cioèxriiy , 
il che dimostra , che le sfere debbon esser uguali. 
Che abbia luogo il minimo si vede chiaramente, 
perché là seconda differoiziazione della forrtióla 
esprime)!)te la solidità deve somministrare un ri- 
sultato positivo • 

applicazione delViAnalisl Determinata alla solu-^ 
zìone de'* problemi Fisico:sMatematicl\ 

1215* Siccotrie la soluzione dei problemi Fisi^ 
co=Matematic[ richiede un* avvedutezza » ed una 
sagacità particolare , per potersi servire" con suc- 
cesso di quei Teoremi di Fisica, ciie^|appartengo- 
no al problema , sarà vantaggioso , che di que^ 
sti ci occupiamo brevemente ; tanto pia che que« 
sta è una materia dilettevole » ed oppartuita ad ec-» 
citar m'aggh>rfflente la giovanile incostanza allo stu« 
dio lE^i questa nobit disciplina , *-' ' - 

12^5, TrobL Debbaii trovare il raggio di una 
sfera, di cui non sia data veruna dimenzione • 

Soluzione . Si determini il peso della sfera pro- 
posta nell'aria Ve sia =7 : se he determini il pe- 
so nell'acqua colla bilancia idrostatica ^ e sia=?'; 
e dicasi^ ir pes\) dì 'un |ì)oIlice cubico di acqua. 
Supposto , che la sfera s' immerga interamente, 

€5sa 
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e^s9 rìmuovpxà dal pxopr io tieo ìxm s&n éi $cqu^ $ 
egu,ale a se stessa; perciò > «iccDm^ fii sà» che il 
jKSo , che vicD perduto da uo corpo immergo in uà 
fluido , .jeguaglia ii peso dd volume che leva dal 
prQprÌQ.5ÌtOi dccto^' il raggio della «fera ^s^ràU 

2c^^ p 
peso di Urta sfera egaale di acqua''— :*^ss F^\ 



ir 



oade ATì^: {/i^^^V^)}ré 

I ^^/^ 

Qualora ìa sfera galleggiasse s»l tìnìdo > le $i 
aggiuDgerebbe taoto di peso, quanto se ne richiedes-» 
SQ per &rla immergere totalo^&te % e si prosegui* 
rebbe T operazione come sopra» 

la 17* Ttoblefna, * Determinare il rapporto della 
prtsaioB* che soffre k superficie coocava di una 
sfera > ripiena di ufi fluido omogeneo » alla pres- 
sione che soffre la superficie interna del cilindro cfr- 
cosdritto àHa Qfera suddetta » riempila) del medesimo 
fluido* 

Soktìmùìit . Premesso il Teorema d^ Idfodina.-» 
mica J €he la pressione da, uH flmào tsetcìpata i«* 
fra Ma superficie qualungne , eguaglia il prodotio 
della medesima superficie^ uella di^àata ebe pàsU 
frA a suo antro di graffa > ed il livellò del firn 
if^, dicasi a il diametro della sfarai e e la sua crt' 
conferenza 4 Si avrà la pressione esercitata dai fluì* 

t 
do netta sua superficie concava ir: r^t « —acquei- 

la della superficie interna del cilindro ^^ pon com- 
prese fé basit;; ca^ ^4Jma quella delle basì è 



:::2- e*»« j daaqu? if rapportò c^tcato i^^ca'i 

3 ' 

'— m' > cioè 2 : $ , rapporto eguali à quello ^ che 

sussiste frg le superficie , e fra le solidità del- 
la sferri , e h solidità del cilindro clwosc«itta 
{Geometr.)^ . Questo Teorema devisi al dotto * e 
profondo Geometra il eh. Abb/Greiorio Fontana. 
(Vedk T* U. de^i Atti della Soc. italiana). ■[ 
i2i8. />oR\Dato un numero ii quàlunauc di sfe* 
re perfettamente elastiche, e dato che la prima di 
esse |)crcuota H seconde , cbc si suppohc immobile * 
come tutte le altre , con una velocità e, e che quindi 
U seconda percuota la terza colla velocità ricevut* 
dalla priiHa, e 'cosi delle altre , supposte note le masse 
della prima > e delHuItima sfera, si c^rca qual deb- 
ba essere il rapporto dì tali sfere > affinchè là Vc-^ 
locità dell* ultima» risulti massima. 

. ' , lEMM A" . ^^ 

f » ' ' " * ..." 

Date du^ isfere pcffettaiiièiile 4astiehc , «., Hi 
se la prima percuota la seconda inimobile ton unsi 
velocità^, dico chela Velocità disile leconda iiaA 

generaìmcnlc t:: "ZTi"^ 

Dìmò5tfa^^ne\ Suppoii^hiatno^ the le doe sfere 
date sìeno^per^ttattiente (ture ì è' chiaro che dòpd 
la percossa- si movei^anno ainbèdile' rnsienie cdd li 
medesima Velocità i perchè la prima sfera deve io- 
inunieare tanto df hioto alla sec^i^à'S quanto se n< 
richiede ) perchè possa prosegttkci il suo caiìiixi^ 

fio 
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no , il che non potrebbe effettuare, se lecooima- 
nicasse minor moto di quello, ^he ella ha ; dun- 
que la quantità di moto mv si deve distribuire nella 
massa i»-fr» di ambedue le sfere: dee per conseguenza 
diminuire in ragione inversa della massa delle due 

mv 
> sfere , otidc l'espressione dev'esserne — r" • 

Torniamo adesso a riguardar le sfere tu j » » co- 
tnt perfettamente elastiche • Si sa che nei corpi 
elastici perfettamente, la forza , con cui si restituisco- 
no alla priitiiera figura » eguaglia la quantità del mo- 
to, da cui furono compressi , servendo il corpo 
percuziente di punto di appoggio al corpo percos- 
so ; onde possa spiegare la sua forza di restituzione : 
dunque siccome si suppone , che la quantità del 
moto comunicato dalla prima sfera alla seconda sia 
mv 9 in virtù della semplice percussione , la qua* 
le succède nei corpi elastici nella maniera stessa, 
che nei corpi duri , acquistando la seconda sfera 
un'altra quantità di moto eguale alla quantità rice- 
vuta nella percossa , per V intrinseca forza di re- 
stitu2Ìone, fa d'uopo , che la quantità di moro , in 
essa prodotto dopo la restituzione , risulti =: amv, 

e perciò, che la sua velocità sia rr "77^. Vcn» 

ghiamo adesso alla soluzione. 

Soluzione . Le sfere da determinarsi sieno 

«r j •«»:/>» ^ j r , s . , ♦■^' (pj m 9 P r wjsendo date • 
Poiché ^si è vedutp, che la velocità -della seconda 
^fefji », acquistata nella coUissione della prima, i 

pe .s^guc» cl^e la velocità della terza sfe» 

ra. 
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n, in e§6a prodotta ,dalla 'coUis^ione della se* 

conda , sia ^ — ^^^ i^==^l^^i^^^ 

perchè in questo caso v rappresenta la velocità della 
seconda sfera : che quella della quarta sfera sia 



=: — , ^v^ I T > ed in generale, che la velocità 

dell^ ultima sia !=.--: — ;— — ' — r — —7 — TTT^ 

Questa dunque è l'espressione, che si tratta di esa- 
minare , per decidere, se possa divenire un mas- 
simo , e con x}nalì condizioni possa divenir tale . 
A ques tuffetto se ne prendano i logarimmi , e si 

differenzi > e si avrà (poste w , e ^ cpstanti ) .•• 

dn dp dq • . dn (dn-^.dp) (dp-^-dq) 

n~p~q m-^n »+/? p-^q * 
:=; o > e riducendo al medesimo denominatore , e se- 
sparando i differenziali • • 

(mp — n^)d,n ^ (nq'^p^)dp (pr'^q^)dq 

rro. Si formino r equazioni per. mezzo «dei coeflB- 
cienti di ciascun m m :p:q : r: s ,• . f^ i ^ 5 il che 
dimostra, dover essere le sfere cercate iri progress, 
sìone geometrica. Si può concluder .poi, che un tal 
rapporto pi» duce un ^ massimo, perchè qualunque 
sia il numero delle sfere , il secondo differenziale 
risulta sempre negativo, come si può . facilmente 
verificare. ? 
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CAPITOLO 1 1. 

beir^nalisi CeolneMta baermìnaU tn generale • 

I2ii>. L'Analisi Geometrica • distinguer dcesi 
per ogni rfgdardo dall^Analisi Algebrica • Oltre|cÌid 
essa ha per oggetto le quantità tontinue, le qua* 
ii ben difFerìscotio dalle algebriche $ procede nel» 
la sdkziobe de^ pfobletni cori delle regole partico- 
lari ; e tanto per istituirò le opportune eqùazio** 
ili , quanto per« determinarne le radici » adopera 
rfei principi , e delle Teorie the le àppai^tengono 
esclusiva mente & E' per questa che noi ne trattia- 
mo separatamente, 

iiao. Avendo espresse con formole algebriche 
1$ funzioni continue > che hanno parte in jm 
problema' geoinetrieo , due sono le operazioni « 
che rimatigono da eseguirsi > dalle qUali dipende 
fa soitizióne completa del problema i e sono xK 
)ta riduzione delle condiaioni date tolte opportu* 
ile equazioni: 2^^ Il ricrovathento de He funzioni 
continue che sono t^ppreient&t.e dalle ràdici dt 
tali equazioni 4 Incoiìlinciàteo daUa prima « 

laai. Per e&primccet wme si conviene, le 
condizioni di un problema geotiìctrico. ct)l le do- 
vute equazioni, si .supt>ongà all'Uso analitico, già; 
fioto ciò che si cerca ^ e si descrìva la figura oppor- 
tuna , che insieme j\bbracci tutte le condizioni date « 
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Jmpojtr i nomi filgebriGÌ alle quanti tàiche hànoo p^rtfl 
nella questione , e ridotte in equazione le qondizio» 
ni » che si presentano riducibili; qi4alora iion rimanga 
coaipiro il numeru 4eli' equazioni ,c<Ml|e stuoie doi| 
di rado avvenire, sj pcoiun^tlino delW rette » ^icooi 
bucano delle perpendlipolari) q delie p^r^llele » pee 
. armare dd triangoli retts^igoli^ Q si09iii« onde sj 
possa dedurre qualche proporzione» Q qualche divers^i 
cspre^r^ione di i?na ipedesiiiH q^ianticà % q altro di quei 
. SCO genere ^ 1S.e. ad onta di CMtco qi|es$' àrti^zio > mvi 
qualcheduna dell' equazioni, che sottraggasi ^ir ac^ 
corta perspiqacia deli' Analista , si osservi sq fra Iq 
quantità che si possono astsi|nier$:per incognite , y^ 
ne si^ qualche altra , |o che soyeqte succede, ch^ 
pgss^ maglio soddisfare air oppoi'tuinità del calcolo ; e 
non trascurisi di tentar^ se per ^yventuri^ più, riesca 
ji^eyole la loluaiione riguardando come iiico^ni^a ^ 
pon la fun;i:ione cercatsi > néqi^elie^he sono da es^^ 
dipendenti ininicdiatamente, ina \ina funzione che ab-. 
t)ia un rapporto qualiinqtie anche Iqntiino , ^Ik deter<^ 
piinazione ^e|r Incognita* (^esto à quanto si puà 
adppibrarc leggferqiente Incorno ai Metodo da tenersi 
nel ridurre jn equazione i problemi geqnoecnci, E'que- 
sto però un passo di somAia difficolta , per qui senz^ 
un raggio animatore del genio , tuttii la scòrta dei pre- 
tetti , (convìen <;bnfcssarlo ingenuanoente) non è che 
un dubbio lume, per chi si trova neli' anibage di mii-; 
le strade non men difficili , the s^onosgiute • Non os- 
tante però , procureremo di rischiarare in guisa il me* 
todo di vissuto > con de? li esempi opportunamente «cel- 
ti , che la sagace diligenza dei giovani ^tudi^^i pocra 
non andar defraudata del Qooyenevoi profitto . 

122^. Passando alia a.* Opcraziotrc , cioè al ritro- 
.Yanaeàro delie quantità continue » rappresenta te dal - 

1<J 
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le radfcf algcbraìche,!! che diccsi proprhmtnttCostrti» 
zione j siccome si tratta di un* opera^'ooe , che im* 
iQediataménte appartiene alla soluzione del problema » 
giacché e CequatUn tCestpTopremenP^u un sìgne , qui 
nùus guide dans le calcai , et au fonds , r* est la des" 
cription de la Courbe , qui reséut te problème{M. Cra- 
mer AnaJy. dcs Courb. pag. pi) , noi per procede- 
re con metodo piiì preciso » e con dettaglio più. dism 
tinto distribuiremo tutta ia Teoria in tante sezioni > 
quanti sono idi versi gradi deirequazioni da costru- 
irsi • 

s B z I o N 6 r. 

Costruzióne deW equazioni di i.^ grado 

Trattandosi di sciogliere un problema di primo gtit* 
do Inequazione finale de/esser della forma a^^dtib^Oj 

b 
t perciò la formola da costruirsi è xzz z^zT • Per ot- 

tenerne la costruzione» che è semplicissima , si pren- 
da sopra una retta indefinita ^3 (Fig/ pò) una parte 
•/f fc a , ed una parte jIDzìx ; quindi si conduca un* 
altra retta indefinita ^/^G, che formi colla prima 
un angolo qualunque, e prendasi sii di essauna por- 
zione ^EzJf . Si avrà) conducendo !a ùV parallela 

^ù AE b 

alla CF, xz^q=-3;|^-z:q=.^f^ zp^ 

12 2} L'equazione finale non è però sempre 
cosi semplice*, come vien supposto nella formola 
4x^=fc:^o; ma le quantità cognite, a , e b po^* 
sono aver diverse forme • Di queste passiamp^Jfd 
uccuparci , cqn pcemettere innanzi , che qualun-v 

quc 
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que sia la forma di' -^ /essa dev'essere necessa- 
riamente lineare-^ alcrimeatUon sarebbe , come « 
suppone , =: j: . 

1324. 1.? Sia da cotruirsi la formola -^ . Per ot- 
tener questa, noti si dee far altro, che nella co- 

struzionc della formola— supporre u4Dzzay/iEz;b » 

ab 
ed ^te o , e ffe risulterà ^f^^-^ :=^x. ^ 

2:^ Sia da costituirsi la forinola monomia generale 
- abcd é .* n 
'"-—': — , in cui abbia il numeratore un fattore 

' ^ ' "^ ... 

di più del denominatore . Trovato ~ =*^» si costrui- 

Kc K'd ' 

sca • -^ clie si trovi sS}; dipoi — che si troviss Sf'y e 

abcd ... Il 
cosi in seguito , e si troverà finalmente ^ j^ ,^ 

3:*^ Ne] modo stesso si costruiscano le frazio- 
ni comprese nella forma generale... »..•• • 

abcd...n a^b^c'dK..n' a^'V'c''d^\ ... n' 

abc . . n±za'h^cK . . »'=fc:tf"i"c", , .»»^ 
e della forma^ • — =" -r-r ;; ' "^ 

altro non ricercandosi per la costruzione di 
qucst' ultfma formola, che divederla nelle frazio- 
ni parziali . 
4«'^ Ccn egual facilitasi procede alla costi'uzio^ 

ne 



06 delU -fimnoft.geiì^riilissiina ;,.*.^,,^ , 

<{bc . . . n±:a}b'c' . . . «'=±^^"6'V" ... w»» &c. 

a^^ ... \ rti^'^y . , . .' v<+«»'^ >'( '^1 . ».» &c. 
RichiedAi per questq solamente , che dividasi il 
denominatore pcrqoò.dei auoi tcl-mirtiVdimiTOito 
di un Uttore, peresempÌQ per ^iSy^*^ »»^ ^ dove per'^ 
intendo ft fettofe che precede imiiieJi^raniente v) , 
poiché in questa guisa il denominatore suddetto di- 
ticne della fórma; mm «M..o..t—^ ..•^.....m.... 

per ftdcttadi lopr^^sipuò ridurre rsATé Con que- 
sto il J^nominatore proposto diviene — (a^t-.... 'if )K^ 
t A' optfaaionc vtcìt ri4ucia a1xa«o cf^ttato df sopra-; 
1225. Vi sono perà alcune formole, che s'eb^bene 
;unmettanQ la costruzione divisata , possono però cor 
itruirsj con metodo più semplice, mediante alcun! 
parti'coUri artifizi (;hc pa^ssiamQ a dettagliar breve- 
fljicjiie^. . ^ > ah^bc 

. l,° Se abbiasi per eJempiq U formoU "TTV"> 

ab he ^■^'^ 
invece dji separarla in due ^TaT^ 'TT^ ^^^ ^^' 
Struirle separatamente, si può fare rf-j-re:&::^-|"^:A: , 
con dividere il numeratore nei suoi fattori ; e cosi 

avendosi — ^~>^w i^rk, d:>a-\-biut'^ix. 



; \\.^ Qaa[lora si abbia la: fivraone — ITITT^ ^^ 
porrà sulle prime'^^sm , ed ottenuta la riduzione 
' — 7-^ Sì dedurrà come soptzmA-c'triiic — r»»^ 



Simili artifizi varrap no per gK altri casi, che so- 
no poco da questi diversi • 

1226. Prima di passare agir esempi giova qui 
avvertire, che non è punto necessario devenirc all' 
equazione finale , per otienere i valori delle inco- 
gnite , qualora esse sieno più di una : anzi torna 
comodo costruire insieme le ultime due cquazioiii , 
per retroceder poi a costruire ie altre. Ecco il 
• metodo che dee tenersi . Si debbano costruire le ra* 

diéi contenute nelle due equazioni. •., 

ay — .r*? — ac^ o , iy^dx-^bd^, o . 

Si prenda una rett;^ o4E z:: a. sopra una retta in- 
definita u^TSJCFig.^pi ) . Sulla medesima prendasi 
.yfFzr; b , e condotta un' altra indefinita £^ad angolo 
qualunque colla prima EJ^^ s'inalzi una perpendicola- 
re /^JJ=3 (7 , ed un'altra ^C- d . Quindi posta Torigi- 
ne delle ascisse in ^y sì dica^Pn: :r , . e FM;=: y , 
essendo TM una perpendicolare sopra £7\( , abbassata 
dall'intersezione della CF colla £^ ; ^P , e TM 
saranno i respettivi valori di jr, cdy. Difatto dali^ 

addotta costruzione si hanno le proporzioni 

tf:f ::^-f-A?:jy; bidr.h — x:y , la prima delle quali di !....• 
ay^cx^àc:=: o , e la seconda by-^dx — bd-r:: o , che 
sono l'equazioni proposte • Per vedere che sia pili co- 
moda la costruzione esposta, basta osservare, che 
procedendo all' eliminazione, i'equa:iioni finali in x ,. 
abfd — e) cd(a-^b) 

chiedono seuza dubbio una costruzione menosempli-., 
ce , e meno pronta • . ^ - ' -, ,l 

^ Esempio i.° Si debba trovare (Fig.*^) nella semi-' 
circonferenza un punto C tale , che da esso conducen- 
do due rette alle due estremità del diametro, che h d^* ' 
■ • \ y ' -ncr-»- 
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termina , il quadrato di una stia al quadrato dell* al- 
tra 9 come m: «• ^ 

Soluzione • Sia C il punto richiesto • Dunque ab- 
bassando da esso una perpendicolare sul diametro, 
che sia CI , detta a? Kascissa IF , a il diametro, si 
avrà CF^z=i ax , e ^C'r: a^ — ax • Ma deve aversi 
CF^ : u^C^::|è min. Dunque ax ; a^ — ja? :: w : « , cioè 

ma^ m.a 
ndXz^ nM^—max^ e finalmente *? =^^, » ~— JTir • 
La jcostruzione è semplicissima ' ' 

12^7. Si vede facilmente che ella presenta una 
maniera molto spedita , onde sciogliere tutti i pro- 
blemi di questa specie, la quale abbraccia la con- 
dizione generale ; che le figure da descriversi so* 
pra le due corde, che sottendono la metà della 
semicirconferenza, sieno lati di due poligoni qua- 
lunque, fra loro simili. 
Si prenda sul diametro dato un* ascissa qualunque 
m 
ITTI computata dal vertice . S' inalzi su di tssz 

r ordinata corrispondente, t/\\ punto , nel quale da 
essa verrà incontrata la circonferenza, darà la sola» 
zione cercata.. 

Esempio a.'' Iscrivere ; un quadrato in un trian- 
golo dato.. 

Soluzione . Sia il triangolo ^^C(Fig.*p2) di cui 
la base ^G sia=:<«, e 1' altezza ^£=: 6. Pongasi 
il lato del quadrato richiesto* -^^ir » , onde sìa 

BO^b — A?. Si avrà per i triangoli simili 

* BL:JsO:;AC:DE , ossia b'^-^xiaix ; e quindi x :^ 
•ah 

^^ valore cercato. Rimane da costruirlo. A'que- 

sf effetto si prolunghi la base C^ in C, finché 

sìa 
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s?a LGna-^B; si coQg^angaoo i punti O, i? , e 
presa sopra LG una parte i^=: ^C , si coniJHca 
dal paca AT u Da parallela alla retta GB . Il punto 
0>nel quale essa incontra la ' perpendicolare BL 
determina la parte 02^ uguale al iato del quadrato 

ab 
"—-7. Difatta SI ha£G:£ffr:i& iO, vale 21 dire 

LB. LK ab 

LG a-^b 
i22?* E^mamfesto (che in ogni triangolo sca- 
leno si possoD iscrivere tre diversi quadrati • Détti 
a,à^ y d^* i suoi lati ; * > ^' > 6*' le tre altezze respet- 

ab a'A» it'*« 

tìve>sono^3;;^, "^TT^^ ^n i ^n respressìoni 

àef -tati di ciascun quadrato iscrivibite » 

Volendo sapere qaa! di essi debba essere il massima, 
siccome abcz dVzz d^ b^\ basta osservare qual sia la 
micima delle somme a-\^^ (C-^-h^a' '-|-i"> e vicever- 
sa > per sapere qual debba essere il minimo quadrato 
iscritto * li masstfno poi , o il minimo di tali quadra. 
ti dovrà giacere sul lata ». di cui la somma còlla per* 
pendicolare sut medesiaio abbassata dalT angolo op^ 
posto ,' sia minima nel primo caso , e massima nel 
secondo» 

Esempio j*. Dato ìxa angolo [^^E^ ed un punto C 
fuori di esso, si vuol coirdurre una retta CF che for- 
mi un triangolo £AfF che abbia una superficie data • 

Scialane* Siccome il pu9to Ce dato di posizione, 
dev* esser data la perpendicolare Cu4 , e condot- 
ta CD paralleU al lato E^^ dev' esser nota L^^ 
prolungamento del laro T^B . Sia dunque ...... 

e^=ay DEzzbf Sfzzx 9 e la superficie data ;=: n*f 

P ^ e da}^ 
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e dalle '"due proporzioni CFiMF iiC4 x Af P , 
CF : MF :: ùFiEF , si avrà C4 ; AiP :: DF: EF , 
vale a dire /i : iVfPiii-j-x: *? , e però AfPs; 

bip ^"^'°^^ "T~- ^(H^) -m\t riducenda 



21»' 



X*- x=: 2i»»* , equazione , da cui si deduce 



w* 



^r: — '±i\Jzbm^ '\'m^ • Se vogliasi sapere quando il 

* I 7' 

triangolo EAfF risulti un minimo, non si ha. che 
da cercare , mediante i principi esposti («. 5po), quan- 

do rifulti un minimo la funzione ,, , ~ . Si trova 

che il valor di jr soddisfacente è x?*2^. 

Esempio 4°. Iscrivere un quadrato in un dato ^sc* 
micirc( Io . 

Soluzione ^ Sia dato il semicircolo FDK^^ {^ìg*^9ì) 
e suppongasi già iscritto il quadrato BDK^ • Si pon- 
ga FB=:x , e il ra^jgio ^Fzzci , onde svà BGz:^ za — zx • 
Si avrà ^D'z:: z^ix — x^ : dunque zax — ^;r^=(2<i— 2Ì)* 

s: 4<i*-8*i^ -|- 4r* , cioè x^ — zax -|-~<i*=:o , di do- 

a' I ^ 

ve si ha x^a — ^/-^ =:a — ^v/ T 

Per costruire questa formola , {si prolunghi il rag- 
gio ortogonale 1.4 fino ili H, inr modo che sia 

a U 
^a «:=: r'^: — . Col diametro IH si descriva il cir- 

colo HBIG. II semmento centrale del diametro da esso 
prodotto sari cjjualc al lato richiesto , Ditatto si ha /a 

prò- 
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proporzfone lAiABiAH , cioè v^Bsi ya. a =r4\/ i, 

i/T ' ^ ^^ 

e perciò x=:a-—^Baa—'a V ^come sopra . 

Venghiamo air equazioni di secondo grado . 

SEZIONE li. 

Costruzione dilV equazioni di 2^ gtaiù # 

-I22p. II valore dell* incognita, derivato da un*, 
equazione di secondo grado , noi Io supporremo it?- 
razionale; perchè altrimenti dovendo egli esser li- ' 
Beare , può costruirsi per le regole date . 

i,^ Cominciamo dal radicale più semplice di se* 

condo grado, e sia da costruirsi la formola\/ai.Si 

ponga \fab^x , e si avrà a:X\b\^ e perciò la costru. 
zione sarà ridotta al ritrovamento di una media pro- 
porzionale geometrica, il che si può effettuare in 
molte maniere. 

Si prenda^ una retta z^a-\-b \ e sii di csiz co- 
me . diametro si descriva un semìcircolo ; Dal ver- 
tice del diametro si prenda un' ascissa =ta ^ t sì ai- 
zi un' ordinata : Sarà essa la media richiesta é 
In altro modo. Posto sia per esempio «>& . Sul dia- 
metro a si descriva un semicircolo , e si prenda un* 
ascissa dal vertice =:i ; Su questo punto si aizi T or- 
dinata , e se ne congrunga la sommità còl vercicedel 
diametro dalla parte delT ascissa b. La corda che si 
ottiene cosi è la media proporzionale dimandata . 

jn altro modo . Sulla retta maggiore a come dia- 
Hietro , si descriva un semicircolo » e $ì prolunghi 

il 



il diametro di una quantità =i • Dall' «stremiti del. 
prolungamento si conduca una tangente , e sarà essa 
la media richiesta • 

Ci potevamo dispensa re dall' esporre questi sem- 
plicissimi metodi ; ma è bene che il giovine si avvez* 
zi a variare le soluzioni dei problemi «^ , 

2.° Abbiasi adesso il radicale xs\/ab-^c)è. Sic- 
come questo equivale ad 5Cs\/(4 -f-c)i, deduco,,. 

3 :° Sia Afi: \Jab-\- ci • Facciasi"^ =i» , e risulterà 

ic^\J(A -\-m)b , onde &c, 

/^. Lo stesso vale per la ibrmda \Ji^ — ^ , che si 
costruisce con una media proporzionale , o con un 
triangolo rettangolo , di cui T ipotenusa sia ia retta 
maggiore » ed un cateto sia la minore • 

5.^ Nella maniera medesima potrà costruir^ 

1/^ -f- b^ » cioè facendo , ^ , e £ due cateti di un 

triangolo rettangolo; benché sì può anche fare — *.• 

=m , e ridurre il radicale alla forma vA(4^9») 
t?.^ Abbiasi adesso il radicale «^••««.«.-•«•««..«•.«.••^ 



l/^ÉztfA :±:c^dt:€f=t:g^:=tJjl &c* Dividasi per un fatto- 
re dei termini sotto il segno <» che sia per esempio a ; 

^ Hrc^i±:e/-fg^^ /&c 
il quoziente "^ • Si costruisca 

secondo il solito , e si riduca rngii , e il radicale propo- 
sto diverrà s: \fóm • 

In altro modo . Si prenda abzf^^ , €f:zq^ <, */=r' &c. 
e la fun2Ìone^*4|-^^4~jj^-4-g^-f-y*-& si costruisca con 
f^rc ,p^-j-c^=m^ 9 i»*-4-^^z^^ ; »*-fg^=5'&c. e si 
tvràlinaltnente il radicale ridotto alla forma «•• 



/ 
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12 jo. Coa questi principi non vi hi equazione 
quadratica, la quale non possa costruirsi • Per ve- 
derlo.praticaoiente sia da costruirsi la forinola genera* 

p 

\t xz*±i — db \lip^'±ic^ . e consideriaoio prioiie- 

l 4 I 

ramente 5* positivo . ( Fig* P4) . Si prenda Cv^=: — p , 

e con questo raggio si descriva il cìrcolo ^FDE . AI 
punto %/if si conduca la tangente iABsq , per il centro 
C la segante FB . Saranno BS" , BF le radici . Difatto 
si ha FE:zp , EB=x , e ip^xc\ò.px-\-x^=:.4B^z;q^ , cioè 

Presa BFsi — x^ si avrebbe *' — pX'^^=:o . 

Suppongasi adesso q^ negativo • Conservata la 
medesima costruzione, in vece di condarre per B , e 
eia segante £F, si conduca BF^ parallela al diametro 
v4D ; saranno BE , BF^ le radici • 

In effetto sedai punti £'F' si alzino le due ordinate 
£'G, FH,si bd.y^GXGD=:GE'^=:^B^=q^ , cioè .... 
px—x^-q^ , onde x^^x-{^q^z:o , e fatta BE- — m 
si avrebbe ;f *-f /?Ar-|r?*s:o . 

123 i. Si concepisce facilmente , che se 'le due ra- 
dici sicno eguali i?F dev'esser tangente, e che non 
deve incontrare il circolo se sieno immaginarie -- 

123 2, Avverto^di passaggio che se abbiansi prù 

. incognite in vece d* inoltrare il cal/^olp fino all' equa- 
zione finale , si può uno arrestare alle due equazioni , 
che precedono T equazione finale , di cui una deve 
esser necessariamente. di secondo grado , e V altra di 
primo, per costruirle insieme ,. co^ie si praticò 
per rapporto alT equazioni lineari a più incognite . 

1233. 1° fi^^ osservo ,."; xhe trattandosiidi^doiiaer 
costruire una formola derivata dalla soluzione di un' 

equ|e- 



tr^uazionc di secondo grado derivativa , e che accen- 
da al quarto grado ; siccome s^ incontrano in esse dei 
radicali che comprendono degli altri radicali , che so- 
no però sempre quadratici , per ottenerne la costru- 
2Ìone , si deve cominciare da costruire il radicale 
contenuto sotto il radicale universale, il che d'al- 
tronde non è di alcuna difficoltà • Veniamo alla pra- 
tica • 

1254. Tro^'^w^ i:^ Dato un scmicircolo uiBD 
(Fig.^94) ed una retta indefinita MN fuori di esso , 
ma nel di lui piano , e parallela al diametro, si cer- 
ca in qual maniera si debba condurre dalT estremiti 
del diametro una retta che incontri P indefinita MN , 
e rimanga divisa dalla circonferenza in due parti , che 
stiano fra di loro come p:q . 

Soluzione. Sia F il punto richiesto, e conducasi 
CFE normale al diametro' ^D. Poste uéDzza^ 
CE^ b , *^E= X , £F;=:^ » onde abbiasi FCzr ^— ^y , ed 
£2)= a — x^ i triangoli simili somministrano Vanalo. 

gxz^FlFKiiEFiFCi Ma per ipotesi ^FiFLu 

pb 
p:j; Dunque J^:6—^:;^:^, cd,y;=:— 7-]. Ora ^si ha 

j'=: ax — x^ adunque ax-r-x^^: TTT'^ > e finalmen- 

te x:=i~a rirV _fl^'—_L__ valore cercato • 

Eccone adesso la costruzione • 
Sopra il raggio ortogonale ^G si descriva un semi- 
circolo BHG9 ed in esso dal punto B conducasi la 

corda ÈtJz: rY~ ; Congiunii G , tì si prenda 

GB 



Sip 
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CJSr: Gtì , e sarà ^E=: — <i=b v ^ ^,^ /»** 
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4 (p-f?) 

Di fatto GH-- Vi. j ^'^' e perciò &c. 

S' inalzi dufaque da! punto E ud' ordinata EF , ed 
essa incontrerà la circonferenza nel punto richiesto . 
Perchè il problema sia possibile, apparisce chiara- 
I p'b^ 

mente, che deve essere— 4 ^>7—7';;5 . . 

Ì235. Trohlema 2.° Trovare un triangolo , nel qua- 
le i lati insieme colla perpendicolare abbassata da uno 
degli angoli formino una proporzione continua .• 

Soluzione. Sia (Fig/p5).^i?C il triangolo , e si» 
BD la perpendicolare . Poiché si ha per ipotesi ..•,•.. 
UC'.CBi^BiUD , dev* essere ancora ^C;Cje::»>^5i5/J, 
Dunque i triangoli u4BC^ ABD sono simili; ma il tri* 
angolo *ABD è rettangolo , dunque dev' esser tale an- 
che -il triangolo cercato . 

Conosciutane quésta proprietà 9 dicasi m uno dei 

suoi cateti, ed.r Taltro; si avrà ^C^r- , e percid^ 
sx*-}-w* , cioè jT^ — m^x^ — »?^=o , equazione che 

iàiX^±i\~m^'\'~m\J'im^ ^ tolte le due radici 

' immaginarie , che non sono di uso • Vediamone fa co» 
struzione • Si prenda una retta A^ qualunque , che 
suppongasi eguale ad mi . 

, 1 

Si prenda ^ir^jw* , cdiF^"!» \ e sul 
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diametro .^Fflescri vasi un semìcIrcolo/^GFOjDesso 
coDducasi V ordinata GL , e sarà essa il cateto x ri- 
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chiesto , cioè saràstt: 1 1 T^^-f T w\l %m 

SEZIONE m. 

Costruzione delP equazioni de'' gradi superiori • 

12^6. Eccoci adesso a trattare della costruzione 
deir equazioni superiori al secondo grado . Ad ogget- 
to di procedere con chiarezza, e con ordine , fa 
d' uopo che si premetta il principio fondamentale di 
questa Teoria considerata in tutta la generalità • 

1237 Trinctpio . Per costruire un' equazione data 
di qualunque grado ella sia , debbonsi scegliere due 
equazioni indeterminate qualunque, che sienoperò 
tali, che eliminando una deir incognite, la risultante 
sia Uguale alla proposta; di poi sidebbon descrivere 
nel medesimo piano, e colla medesima origine delT 
ascisse le due curve rappresentate dalle due equazioni 
indeterminate , che si sono scelte • Ciò fatto , s» dai 
punti d* intersezione di queste curve si abbassino le 
respettive ordinate sull'asse delle ascisse, sara^n' 
^sst le radici delT equazbne proposta • 

1238. Per intender bene la ragione del Princi- 
pio esposto , basta osservare che . nei punti d' 
. incontro delle due curve divisate , il raplpocto 
delle ordinate .corrispondenti alle respettive ascis* 
se , vien espresso nel tempo stesso dalle due equa- 
zioni supposte ; ma tali equazioni prese insieme equi- 
valgono per ipotesi .^alT equazione? data : .dunque il 
rapporto delk ordinate , che nei predetti punti d' in* 

con* 



tpntro corrispondono alle ascisse respettìvc , è lo stes- 
so che quello , il quale vien espresso dall* equazìooe 
proposta, e per conseguenza &c, 

1239. Il principio esposto è generale , ma per 
poterne far uso con sicuro successo, due sono le co- 
se da osservarsi . 

I.* La prima è clie siccome le intersezioni delle 
curve rappresentate dall' equazioni ipotetiche , pos- 
sono incontrarsi in meno , ò in pili punti , che zion 
sono le radici dell'equazione proposta; ò ancora con 
incontrarsi in verun punto; è necessario, che una 
dell' equazioni indeterniinate si :^efga tale , che u«a 
deir incognite non abbia in essa potenza maggiore 
della prima. In questa maniera ciascuna ordinata, 
espressa dalla suddetta incognita lineare ^ corrispon- 
dente ai pirntì d'intersezione delle due curve , 
non può mai -essere immaginaria ; e dovendo 
corrispondere a ciascun'' ascissa reale un' ordi- 
nata parimente reale , i punti d^ intersezione men- 
tovati non possono esser V né più, né meno delle ra- 
dici componenti 1' equazione data, ( Intorno aqae- 
sto si può consultare Hermann nell'Osser* sùlli 
Sched- di Rolle ; il Tomo 3.^ dei Misceli- di Beri. 
pag« 13 1 , e M. Cramer Analyse des Courbci 
pag. 85.) 

Si avverta però che V artifizio indicato non è 
punto necessarip , qualora sappiasi che , facendo uso 
di un' opportuna costruzione , le due curve rappre- 
sentate dall'equazioni ipotetiche , possano incontrar- 
si in tanti punti, e non più , quante sono le radici 
dell'equazione data. 

a.** La seconda osservazione cht? si dee fare sol 
Principio addotto, è, che l'equazioni ipotetiche sic- 
ao :tali che il .pvodoxso dd mas6Ìmé4o«c> es^aeflH 

te 



te sia eguale al massimo esponente dell' equazione 
data; e che nel tempo stesso rappresentino delle 
curve, non tanto di un' ordine semplice, più che 
sia possibile , quanto facili ad esser descritte ; per- 
chè non è l'astratta semplicità delle curve da co- 
struirsi , ma bensì la pratica facilità della loro de- 
scrizione , che dee somministrar le radici richie- 
ste ( Si può consultar qui Giac. Bemoulli pag. (?8p. ; 
NeuWton Jritm. "vniv. pag. 285 ; M. de I' Hòpital 
Sect. Coniques pag. 348, e Stirling, lincee tertii 

Ord. pag. 5p. ) 

1240. Trol?l. Dato un angolo dividerlo in tre 

parti eguali • 

Soluzione. Biadato l' angolo A^CI (Fig.^ptf.)* 
Fatto centro in Csi descriva il circolo TS^STl), e si 
supponga l'angolo dato diviso in tre parti eguali 
W"C^» ^CT, TCL. Si conducano le corde 3V(JÌ,f 
gj, TLj ed T^L;^ dal pur.to ^ la retta ^S pa* 
rallela al raggio CT» Si vede facilmente , che {tri- 
angoli 7iC^, ^T , TCl , M^, S^ , MTL sono 
tutti simili , ed isosceli , e che i triangoli I^^M^y 
IMT sono eguali , e simili . 

Si ponga pertanto il raggio C^ ;=: i , 2y(£=:: 4 ed 
2^^=: Jt, e si avrà per i triangoli !A(C^, NB^y S^... 

jixixxi^ =: Y^ ^* » ^^ inoltre Ar;Ar'::x*:HJr: "^ 

=:ix^ ; Ma r isoscelfsmo de' triangoli divisati' dà 
OSfZ+J^^rz: V^^^+TL ; dùnque a 4-:r^=: 3 :« , e 
perciò xl — ^x-^-azz o 

Per costruire quest' equazione , descrivo (Fig.py) 
una Parabola, di cui il parametro sia=^ CT^c:: x j 

Sopra r asse ^0 preidp una parte /ffc "— ^ ;=fT 



83} 
poscia prendo CD r:i^^C::r, -^ , Sul punto A 

a 
inalzo la perpcndiAiare /)£ rr "^ j e fatto centro 

in E^ con un raggio r: ^fi* descrivo un circolo, 
il quale deve incontrare il perimetro Parabolico nei 
punti c/f,f. Gì gj quindi conduco le ordinate' 
FL ìGHì gf, ed i raggi Eu4 ^ Eg , e la retti EM 
parallela all' asse , e prolungo la ^/"in M . Fatto que- 
sto , pongo ^f=::f e siccome si ha /^D.r:: ^C 
13 i , I 

fg^-CX.^f, cioè x^:x:i.^f.; fO^JD^^f 
z^z^M^ zzEM, gMhgf+fMzizgf'^ Ep^\^ 

I I : 

.+ -^ 5 f^^- 4— 3Ar'4-:r^4-^+ ^4' ; a motivo 
che u^f^"* ;=: £g* , ne segue che sia 4+— a^=: 4*3 v* 

T 
I 

-{-a*^+'*a:4- ""^^ 5 cioè x^ — 3^-}-^= o . Dunque 

r ordinata gf è uguale ^N corda della terza par- 
te dell' arco dato , che è e. io che sì cercava . 

E' facile a vedersi • che T ordinata GH èia cor* 
na della terza parte dall'arco supplementario , e che 
FLè una radice negativa di nessun uso, 

1241. Pro^/. a.** Dato un cubo , trovarne un al- 
tro, che stia al cubo dato in una data ragione . 

Soluzione . La ragione data essendo espressa per 
w : w si cerchino due medie proporzionali geometri- 
che fra m eJ », onde sia fw : a: :j:w: sì avrà 
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jr* zzmyy cdy^ :=:nx , che sono due equazioni Pa- 
r tb.>[ ielle » Per evitar però la coscf unione di due Pa- • 
ra5o[e (.sservo che sommandole due suddette equa- 
zioni sihàx^-^y^ — /;a? — ^wy;=io> che è un*equa- 

fiosedet circolo • Dì fatto » ponendo .r- —nzz ii » 

I I 

cdj-- T^HKz: j^si ha la trasformata /i^+s^r: "^ i»* 

II. 
Si faccia 7"^*-f-"~«*=^*> e si avrà trasponendo 

»'tr p^ — &' , equazione che appartiene raaxiitestamcu- 
te ai cìrcolo» 

VcttghiaiDo aita costruzione 

Sì descriva ( Frg^pS. ) una Parabola AM co\ pa- 
ramctro n sul Tasse ^^ ; questa sarà il luo^o 
geometrico dell* equazione y'— wr . ^ 

Per determinare it luogo^ dell' jcquaaione' circolare 
. . I jr 

x^~\-y^ ^ — w?"!' —»* , si trasformi in modo che di- 

II 

venga /3r*--j-2* rr ^-w^-j- — «* > a tenore ^ di ciò , 

che si è detto di sopra; quir>di s* inalzi la perpenJi* 

colare JS- — w; per J2 si conduca la BCB^ pa- 
a • 

raliiela alf ass^: .yf^? su di questa prendasi una par- 
te 
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te BC zz: — «, e si descriva un circolo col raggio 

C/^; Sarà esso il luogo geometrico dell' equazione 
X -f-j^^ — mx^^^ny^ o , e taglierà per conseguenza 
la Parabola in un punto M tale, che conducendo Tor- 
dinata TMy saranno 4V , TM le due medie cerca, 
te . Trovate queste si avrà m^ : x^imm , il che è 
ciò che si voleva . * 

Si vede fàcilmente, che -in questo si comprende 
il celebre Probi, della duplicazione del jcubo , pro- 
posto dall' Oracolo di Delo , come il solo mezzo, 
per cui potesse queir Isola esser liberata dalla pesti- 
lenza , e su di cui per consiglio di Platone tutti su^ 
dafono i Matematici della Grecia • 
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ANALISI 

PARIE V. 

CAPITOLO III. 

Deir analisi Mgebrìca indeter^ 
minata in generale . 

' \ X142. Quando in un problema il numero delle 
incognite supera' di un^unicà quello delle condizioni, 
esso dicesi indeterminato . Se il numero dell' inco- 
gnite superi quello delle condizioni di più unità, 
il problema è più che indeterminato . In questi 
casi operando sufr equazioni , che provengono dal- 
le 'condizioni date , coi Metodi dell' Analisi De- 
terminata , SI giunge necessariamente ad un' equa • 
zione finale, che racchiude più d' un'incognita, e 
81 possono avere per conseguenza infinite soluzioni . 
I problemi indeterminati presi sotto quest' aspetto , 
non presentano veruna difficolta, perchè visi può 
soddisfatte in qualsivoglia modo • Ordinariamente 
però si vogliono le soluzioni in numeri interi , e 
questi positivi , ò in numeri razionali solamente . 
Queste condizioni, che restringono i problemi in- 
determinati dentro opportuni confini , ts$^ sono, che 
loro danno queir aria d'importanza , che non avreb- 
bero altrimenti. Noi perciò gli tratteremo sempre 
con qualche restrizione , e cosi la nostra Analisi In- 
determinata verrà ad abbracciare , secondo il sen- 
timento del Conte Vincenzo Riccati ( Giornale de 
letterati T. 15. ), anche l'Analisi, cht Semidetertni- 
naia si appella . 126^ 



ìi^j. Scoi. TI primo Autore che ab&ia tratta- 
to di questo dìfflcil ramo di A naiiisi è Diofanto Ales- 
sandrino. Le df lui scarse Teorie rimasero nei lo- 
ro angusti confini per 12 secoli incirca, finché nel 
secolo i5. M. Bachet de Meziriac diede alU fuco 
Un bd Commento sulle Opere dt Diofanro,, Entra- , 
t'ono in seguito in questo campò Fermat , Cartesio , 
Frenicle ,. Wallis , Saunderson , ed in appresso il 
grand'' Eulero , il quale agjgiunse delle ricerche as* 
sai vantaggiose , e delle dimostrazioni meno ristret- 
te , come si può vedere nel 2^ T. del/a sua Alge- 
bra , e in diverse Memòrie inserite negli Atti delf 
Acc. di Pietrobargo,; Tutta vqlt^ però, è forza cofi* 
fcssare, che i. tentativi » ed i travagli di questi sòm^ 
lai Analisti (che che significar voglia ladis^imulazio** 
H dlMp (V Alambert ,.:^ttO'f^* Methòd-. T» //. Ma^ 
ihem^filt*. JnifcJierrninèe ) , riuscirooo infecondi y e 
^ifpcrficiali.ia.6iB§(K)| '<:he^ il lora priucipal merita 
Sii può fofóe dir quello, aii ,avec risvegliato il ge^ 
nio originale, ed incomparaUiljejdeii M. dela^Grange^ 

. !/^ ' \ s'è 2 l'ò^N ìb"'i- ' ' 

\ Della Soluzione dei Problemi algebrici hde^ 
terminati di primo grado .\ 

1244. Uequazfane generale de^' pcoblepi ajgc^ 
brici indeterminati di primo, grado è^^rfc^V^ ±r. 
Sq le soluzioni possano €8sere indilFereDtemente.itt 
numerf interi \ ò fratti ,'»positìvi , ò negativi , si 
deducà^ li Valc>re di un^ in cognita-, per es.«* di ^ 

;■ ^' :-t±:rtf::p ■ - - •;;■"• • • •:J 
e $1 avrà ^ - •'" • ^^ - - " ,' e pet* ivire tutte Ic] 

Q^ pof- 
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possibili soIuzioQt 9 noB si avri che da sostitui- 
re nel secondo membro tutti gì' infiniti valori che 
può ricevere y • 

iz4;,Masele soluzioni si vogliano in numeri 
interi > e questi debbano essere pasitivi ^ i va- 
lori iiXy e di 3f vengono ristretti dentro certi li- 
miti. Vediamo in generale come questi possano 
determinarsi • 

Si richiami la formpia generale p^c±:qy — ±r, e com» 
binando istgni si avranno le quattro formo le seguenti 






^ P ' P P ' P 

Ora per ttìtzEO di queste si vede , che se le soluzio- 
ni debbano essere in numeri interi, ciascuna delle 
suddette formole dev* esser tale , che il numerato- 
re sia divisibile per/r; e che qualora le- soluzioni 
debbano essere in numeri positivi , dev' essere nel- 
h i.^forfnolà f*>^'» nella jZ/megativa, e nella 
4'* ìy>^ • Oltre di questo è facile a dimostrarsii ohe i 
valori da 'sosti tniirsi pery si debbon contenere fra o , 
cp^ì inciusivamente. Di fatto pongasi neirequazio- 
rzipqy '' * r 

oc jr =: rt— — , yro:rir2 &c c si avrà x =: db— 

rzpq rqpj^ r;q;=pq r 

^ P P P P ^ 

Facendojfzr^-f-itr /r^2 &c.=: 2pi\ trova 

T^iiq 'rit.iq r 

fct±r— r-qpy , >^ ^— ._j &c. X i:r±: ;;^2^ . 

Ecco pertanto, che:i risaltati j i quali si ottengono 
con sostituire pei-jf dei valori >Pt^ fino a 2p, non dif- 
f?*^is.90R9 d^gjlantecedentf^ che del la detta quantità q . 
Cosi prosegucljdo si troverebbe che il terzo periodo 

di 
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di risultati , differisce dal secondo della stessa quan- 
tità éj , e cosi inseguito . Quindi ne segue per un- 
to » che conoscendo i risultati del prindo periodo, si 
conoscono quelli ancóra dei periodi successivi , on- 
de anche senza il soccorso della formota , e colta scor^ 
ta de' limiti divisati , si posson calcolare con faci- 
lità tutte le soluzioni successive del problema pro« 
posto. Venghiaofio alla, soluzione generale. 

1245. Sia l'equazione pxdt^yzz dot , in ^uip > q 
sicno numeri interi , e primi fra di loro. Dico inte- 
ri, perchè si suppongono colte le frazioni; e dico 
primi fra di loro, perchè se avessero un ccmun divi* 
sore K^ r dovrebb'csser divisibile per i!;, à motivo ch« 
le soluzioni debbono essere in interi; per consegCien-j 
za h, svanirebbe per la di visioae,e p, e ^ diverrebbero 
primi . Posto qUesto , per ottenere le soluzioni ri« 

chieste , si sciolga -r in frazione continua, e sia "-j 

la frazione equivalente all'intera frazione continua , 
dimiflufta dell' ultimo termine. Sarà ( ». J90) p' j 
^^pq^^dbi . Si' moltiplichi quest' equazione perr, 
onde su p^ar — y'^rsrfrr; questa sf aggiunga, o 
81 tolga dalla proposta , e si avrà/>(^r!rr^') ^ — ••••• 

$(!±2yqpr/>')z=; o . Di qui si dedurrà —^-^^r r- , 

X±irq^ wq 
ò ancora "7^X1"=^ ■"■^* Dunque x^fcr^ ':t2 wj » 

ed y±: rp^z:::wp j e finalmente ^ r: w^ qp r^* , ed 
y "zzmpzpxp^ ', m potendo essere un numero intero 
qualunque. 

1247. Scoi. Non volendo far uso del Metodo 
esposto \ sìpotrebbc ottenere l' intento , con cer- 

Q^ t care 
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care una soluzione sola colla scorta de' limiti o, 

p, i; poiché detto /;* il valor di^, e q^ il valor 

d'^ ,si avrebbe pp^d:zqq^z^ ±r ,e toglfendo questa 
dalla ^formola generale pirb^jy— rbr , si avrebbe 
p(x^p')dbq (yzpq') =: o, e quindi x-- qpw^-f />» , 
ed y=z mpiizq^ ; dove non resta che sostituire per 
m qualunque numero intero . 

1248. Ecco per tanto come una soluzione sola 
apre la strada a tutte le altre . Questo principio 
ben lo conobbe T Eulero, e perciò nei suoi Me- 
todi suppose cognita una soluzione , e si occupò 
nella ricerca delle altre : p«jso poco interessante % 
e che lasciò T. Analisi indeterminata nella stessa po- 
vertà di Metodi diretti , e generali ^ • 

Per applicare adesso il Metodo esposto , sia ^ 

I24P. Tfobl. Si dimandano due numeri inte- 
ri , tali che sedai triplo di uno si tolga il quadru- 
pio ^ejl* altro , il residuo sia sempre uguale à 5 * • 

Soluzione \. Per dare una soluzione còmpìCa di; 
questo problema, convien determinare tutti, i va* 
lori interi positivi di «^ , j', ^tri a soddisfare all'equa' 
^'one 3^ — 4)'=5 . A quest' effeuo deduco dalla fra* 

, ^ .^ . 4. ., . / , . ■•'' ^ j ^•' '' 

zlone r*^ "- la frazione continua i+ T» ^^ ^"^' 

* • . , • * 

sta levo r ultimo termine-- ed 'ho IT— i > va- 
le a dire^^ rri ,é^'r:i. ^' 
Dunque x -=:. mq^rq' =:w.4rp5 ,> ^4^y ^ ^P-^^ff ; 
=j/w,jqp5 : si prendano i segni negativi ,e si fàccia 
tn-z: 2r: 3 &c. , e si avrà orzi: 3 =:7=:ii:=^ 1 J-ip.&<^' 
cdjy ^.ir::'4- 7 -10::: 13 &c. ,di rfovic/si -vedc j 
che i valori di^ procedono in progress^ioncarimme- , 
tifa, di cui la ragione .^:54; e che i valori d'^ pro- 



cedono in progressione aritmetica di cui la ra- 
gione è srj. 

Soliéikione 11^ Volendo &r uso dell' artifizio espo« 

5+4y 

sto nello Scolio precedente , si deduca r= ; 

^ • 
$1 cerchi uno de' valori in y pér^ mezzo de* limiti 

d, e 2, e si troverà chefir i di x == 3 ; quindi ;>'= j> 
e ^^ =: 1 (n* 126S).S\ faccia la sostituzione dip ,0 
q ncll* equazione pp*i:t^ijq^z=: ttir e si avrà Sp^db^q^ 
:=5 . Si tolga questa dall' equazione ^x — 4^=5 , e 
il residuo sarà 3(^— /) "— 4(y:+:?' ) =0 . Di qui 
X — p^ 4 ni*4 

si». 3 ± ^' , ò sia 9 >tf =: i».4-j-3 , ed y z=: m.^-^-x^ 
Si diano ad m tutti ivalofi possibili in numeri in te* 
ri , e si avrà come sopra x:z^z:jziii &c«. yzzt 
2s 4 =: 7 &c, 

1250. ScoL Siccome si vide che i diversi periodi 
di quozienti) Che esprimono i valori di a: » e d'^ 
BOB differivano frar di loro re^pettivamcnte » che del 
coefSciénce dell'incognita , su cui facevasi l'opera- 
zione» si può uno dispensare di dedurre la formola 
generale , e basta , che al valore d'^ che è i , si ag- 
giunga successivamente il suo coefficiente 3 ; e si 
pratichi Io stesso per rapporto ad x . Questo pe- 
rò non è che un mero arti^zio » soggetto à tenta- 
tivo» e non è da paragonarsi col Metodo diretto ^ e ge- 
nerale che abbiamo esposto .: 

Passiamo adesso ai problemi algebrici indeter- 
minati di 7,.^ grado • 



SE- 
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S E Z IO NEH. 

Della Soluzione dei problemi indeterwh» 
, nati di 1.^ grado . 

1251. La formola generale dell* equazioni di questo 
genere è fl^*4-AJCy4-r^*+ifcr+fy--f fco, dove ••%... 
a^b^c y &€• il^sono numeri interi dati ^ positivi , o 
negativi : e se non fossero interi,sarebbe facile il farli 
divenir tali » con trasformare opportunamente Tequa* 
%ione • 

1252 Neir addotta formola vi si contengono sei 
equazioni diverse di secondo grado ; questo si vede 

chiaro supponendo successivamente •• •» 

4=0 j i=o , ccQ , (4=0 , bdo) {a=X) , f 30) , {bsio , r =0) » 
sapendosi che il termine xy rende quadratica un' equa* 
sione • 

- Se dunque giungasi a risciogliere I* addotta forma- 
la » si scioglieranno nel tempo stesso tutte f* equazio- 
ni quadratiche > contenute nella medesima, vale a 
dire tutte l'equazioni quadratiche possibili • Ottenu- 
to questo , non. solo potrà evitarsi ogni vii tentativo , 
ma si avrà in oltre il vantaggio di non dover cangiar 
modo di calcolare per ogni equazione quadratica 
che si presenti • Ecco il calcolo che fa d' uopo se- 
guire • * ,^ 

1253. Richiamata la formola ...« «••••••••• 

éLX^^bxy-\-cy^-\-dìi-^ey'\'KsiO . Da questa si dedu- 
ca il valor di JT , e si avrà •..•••.•.•- 

by+d \ yjiby^dy (^^H-^^^àsia 



x^ 



l 2a y=— 1 4^'" 



dot. 
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dotta la questione a determinare jf io modo j che la 

funzione sotto il radicale divenga un quadrato • 

Sia per tanto jB/4"*JEy+^=^* » P^^^ ...-..•-..•.• 

fc6*— 4tf e , f'zbd'-^ide , e g=rf* — j\aK . Risciogliea* 

do si haJ^-f/=2v/^'+/' — H ' ^"^ "^0 SI tratta 
più che di render quadrata la funzione 5^'-f-/* — Bg. 
Shp'—BgsuA , e tutto si ridurra à soddisfare gene- 
ralmente all'equazione •^-f"^^*-^* ' u4j tBj es- 
sendo numeri interi dati, e r , ed « dovendo esser nu- 
meri razionali . 

1254. Prima di proceder più oltre , si osservi, 

che siccome si|^ supposto • 

(iy— rf)'— 4^(0'';hO'-f «>=5 5^»-f ajfjf+^ t^ si ha 
per conseguenza «;r+fo'-f'^^ ^^^5 ^^^^ essendosi 
supposto pt^ -f/* — ^& ^ Bt^-\-^ r: »* ^ dev' es- 
sere By-^^ Hr» . Da tutto questp dee risultare •... 

ni dalle quali si determinano ^ , ed yy conosciuti 
che siensi / ed n • È* manifesto poi , che se t , ed jr 
debbano essere quantità intere , dovranno èsser tali » 
r , ed n parimente, e converrà in oltre chcdr f—- rf— *• 

^ r sia divisibile per za, eche!i±2«-^/siàdivf. 

sibile per J7. Volendo che a: ed jr fossero razionali sol* 
tanto basterebbe che r , ed u fossero t^li • 

125$. Prima di entrare nella soluzione generale 
deir equazione A-^Bt^^u^ ^ 9\h quale abbiamo ve* 
duto ridursi quella dell' equazione generale di secoo- 
do gr^do , dee riuscir vantaggioso trattenerci ad 
esaminare due casi particolari assai eìitesi > nei quali 
r equazione generale suddetta si pHÒ 8(;ipgUere con al- 
cuni 
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cuni artifizi più semplici e spediti dello. 8 tesso metodo 

generale, chclsiamo per esporre; e dei quali se ne può 
far uso utilmente nella pratica , Questi artifizi che 
tlebbonsi in' origine a Diofanto , ed aAf. Bachet, 
iianno per oggetto il ridurre un' equazione quadrati- 
ca indeterminata ad un* equazione di primo grado» 
e questo , ò con togliere mediante opportune sostitu* 
zioni le potenze seconde, o con togliere i radicati sea- 
,zi inalzar/r equazione • 

1255 Caso L Se nell' equazione generale si abbia 
la funzione ^*— 4^ f eguale ad un quadrato , si ottecr 
rà la colazione col seguente artifizio . Essendo •....«• 
P — ^ac=:Bz:^ quadratorsr* , neir equazione •.••%.»...• 
^J^Bfz:u^ , osiau/^-fr'^^=:»*, si ponga «rTr-|-^, 
e ne risulterà la trasformata Jz:ibtz^z^ , da cui 



*/f— s* 



si deduce t^ ""TT^equazionc à cui soddisfasi eoo 

qualunque valore di s . 

1157. Se vogliansi però dei valori interi per/, ed 
Il ,. z dovrà essere intero, ed ^A — s^. divisibile per 
zbzy lo che limiterà il numero delle soluzioni • Ecco 
il metodo onde potere in questi casi determinare il 
jiumero delle soluzioni possibili. DalT equazione 
^^^^t^z:u^ si deduce /^=(9r/-f-»)('^^ — «) - Di qui ^i 
vede che sr^+*'» ^ ''-" debbpn -esser due fattori à\c4\ 
si sciolga dunque ^ in due fattori in tqttì i mudi pos- 
sibili ; Vitto di essi pongasi tz'^t -\-tt ^ e questo sia il 
maggiore, e Paltròrr ^rf-»; si avranrio ccsì^due cqua^ 
«ioni, die s'ommifii^trerahno' due valòfi, uno |>er* t , e 
Taltroper «, e-di queste coppie di valori se ne avran- 
no tante -*, quante sono le coppie di fattori , rei quali 
èrisoliiWIe A . Fra turti questi^Viijori ron si avrà che 
da sceglier quelli che. sono numeri interi . 

i>c«,iiA!.qu'^?5i^ò ^aso, si vede che può richiamar- 
1 ... ^i 



. SI la soluzione dell' equazione ant^::: x^^y^ , la qug. 
le sarà ì! punto di appoggio del JVTetodo che esporre- 
mo ; di fatto si ha in es'sa^"-4rtf — ^=4= quadrato . 
A motivo però che V omogeneo <?/»* comprende un 
quadrato , per ottenerne delle soluzioni generali in 
numeri interi , convien servirsi del metodo seguente . 
12SS» Si ponga am^=z x'^—y^zz (X'^y)(x~y)= rt^ 

dove sia r:r: x^y . SI avrà rn^.-- — ', e, perciò Jo- 

vra essere 4w* divisibile per r . Il massimo d/visorc di 
a , ; ed r sia Ty onde [si abbia n r=: P^, r— TI{ , ^, 

ed /^ essendo primi fra di loro ;. sari fc—^ — ^ e 

però w'm -, ma m dev'essere per ipotesi un 

t 
numero intero ; dunque"^ S , ed >» V ^«5 • Si avrà 

Cosi /=:^, essendo ? , e ^ due fattori qualua- 
que di a. Sia s il massimo divisor comune di i^^ 
e di S; dovendo essere J{S un quadrato, J^ ed ^ 
non possono essere che della forma /^=r sg" , fc: sf^ , 
essendo j ^ g, f numeri interi . Qiiindi si avrà .. 
m^- sYP , ed »- x^/, r^;x^yzz pl{'=: Tsg" , ... 
t:zx^y^^S:=z^t^ , d'onde si ha finalmente.-.. 

^—^ 2 ' ?— ^" ^^ • Siccome pai:è 

inutile avere un fattor comune nell'espressione 
dei' valori di x, ed^, pongasi j- 2 , e si avrà 
in fine m- igf , x^ ^jr^-f ^' , y=z Tg'^^^^; . 
Per j;, ed / si prendano qucf valori interi ch<; si 
vogliono, e per y, ^, due fattori qualunque di 



Aj compresa fra questi T unità, e quante saranno 
le maniere di divider a in due fattori , altrettan* 
ti saranno ^i diversi valori di ;ir , e di jr. 

jl6o. Caso I[. Se nel T equazione generale sì 
abbia la funzione (bd — lae)^ — (A^-4tf0 W-4^*) 
eguale ad un quadrato, si otterrà parimente la 
soluzione con molta facilità. Di fatto la suddet- 
ta funzione è=:/^; ora facendo ^=5 A* , T equa- 
zione finale diverrà X'-|-B;* r: »'• Pongasi 

H crA-+-/« , e si avrà Bt^ z: itz^t^z^ , di do- 

ve si deduce trz ^ ^2 » espressione , in cui si 

possono sostituire per z queWalori che sì voglio- 
no. Si dee solamente avvertire , che se r, ed » 
debbano esser numeri interi , bisogna che z sia 
numero intero 9 e che 2^ « sia divisibile per B — z^. 

Si'può peraltro usare anche il seguente artifizio. 
Neil equazione h^-^-Bt^^u^ si trasponga onde si abbfa 
*l'=ri*^— x^^ (tt-f A)(// — >).S\ divida B in due 
fattori razionali, in tutti i modi possit^ili. II mi- 
nore moltipricato per r si pongagli — A ; e il 
maggiore moltiplicato per t si pongazriir-j-Au . 
Formate cosi tutte le coppie possibili di equazio- 
oi , si avranno tutti i valori di t, ed iv , fra i 
quali si dovranno sceglier quelli , che soddisfanno 
all'equazione A'-}-^^*^ »* > e resterà completamente 
sciolto il problema. 

1261. Si concluda da tutto questo, che essen- 
do proposto un problema indeterminato di secon- 
do grado , si debbon fare le sostituzioni dei va- 
lori di /4 , e di 5, per vedere se uno di essi ri- 
sulti un quadrato , onde potere in tal caso proce- 
dere alla soluzione, cogli artifizi indicati. 

Ili} 
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12(52. Si danno però dei problemi, che sebbe- 
ne riducansi ai casi de'quali abbiamo parlato , non* 
dimeno si sciolgono più semplicemente con altri 
artifici , propri di , ciascuno di essi j per i quali 
si evita la molestia delle sostituzioni . Vediamone 
qualche esempio . 

latfj. Problema x.° Si dimandano due numeri 
tali , che il quadrato del primo aggiunto al se- 
conjdo numero , formi u^ quadrato , e che il qua- 
drato del secondo numero aggiunto al primo > for- 
mi parimente un quadrato • 

Soluzione» Per le condizioni date si ha •••«,. 

x^-^y^ tn^ ^ Jf*Hb^^ ^* • ^^ oggetto però di ottene- 
re delle soluzioni razionali , giova porre •».. 

x^-}^^ ip^xf , ed /+:r;=: {q-^yf j p , e q cs^ 
scndo due indeterminate • Fatte le operazioni > si 
trova j zup^^^ipx^ x::zq^'^2qy; e sostituendo il 

valor di y , jr;=: c^^—^qip^-^ifx) , onde si ha 

5* — a^p* tqp^--q^ . tpq^-^p^ 

e non rimane , che sostituire per /^ , e q tutti t 
valori possibili , per ottenere tutte le possibili so- 
luzioni del problema • 

126^ problema 2.** Trovar due numeri tali, che 
la somma de' loro 'quadrati > piili il rettangolo del 
primo in una quantità data, formi un quadrato • 

Soluzione . Si ha per le condizioni •••- .««^«^ 

x^'^y-\-axzz m^ } pongasi 1»= y-|-f , e si avrà •• 

x*-4*tf;r=2 2)f^-}-^* ; quindi jrr "•^! — , di 

zq 

dove per qualunque valore di x , si ha sempre 

per y un valor ragionale. 

\%6y Problema ^.^ Rottosi un grand* albero 

sulla 
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sulla riva df un 'picciol ^ume > il suo tronco 
jcrvl di ponte ai passeggieri . Vi pawò per acci- 
dente un geometra, e per dar notizia della lar- 
ghezza del fiume, e della lunghezza dell -albero 
caduto, disse che il quadrato delU lunghezza del 
tronco era eguale ai quadrati della lunghezza dcl^ 
resto dell'albero , e della larghezza del fiume. 
Come si posson dedurre da queste condizioni ^ 
le predetto^ grandezze ? 

LEMMA 
Se abbiansi due potenze a^ ^ i"* , dico , che 

ii,"*^"', ed ^ saranno potenze dell' ordine stesso. ^ 

e 
Dimostrazione i Pongasi b tr — , e saràa™/?"^^ c^; 
a 4™"* 

pongasi, *:=—, e si avrà^z;: c"^ . 

Soluzione . Sia adesso y la lunghezza del tronco 
rimasto , x la larghezza del fiume , ed i» la laa- 
ghezza del tronco caduto . Si avrà $econdo| il geo- 
metra ^^-j-j/^z: 7»^ Quest'equazione divisa per». 
y m^ : y\ ' y 

X" ^ ci dà x+?^ Zr^»%ed;r;=:»'— I, onde~ 

. XXX X 

=t Vw^-i . Per ridurre quest'espressione alla ra- 
-zionalità, si richiami la formola(>/. 1^7), e pon« 

gasi nzz "7T— , cioè n^zz -— . SI avrà 

^SL diano a t quei valori che si. vpglioao.,i? sì 



avran- 
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avranno sempre dei risultati isoddisfacentì alla que- 
stione proposta, perchè SI ha sempre .'...'...•.- 

(z^ — i)^+(22i)'= quadrato, cquawone.di condizio- 
ne costituente il prajblecaa. Si faccia per esempio' 

z=i e saràyrS, xz^S ^^ : quindi ^......p •• 

4f^4*.'V*^^44"3^^ iooc5«i* > i»^io, j^-f-i»=i8 lun- 
ghezza totale dell* albero, ed Ar^5 larghezza d^l 
fiume. 

ii66. Volendo sperimentare iSartifizio del Ca-^ 
so i,°,neirequazione.:r^rf^Vi»^, si ponga x=m~ty. 
e si avrà la trasformatay— •2W(y+l*j»'=o, e perciò 

j'^Trn". Si prendano per i» a e per t que' valori 

che s\ vog! iono, purché però 'jrTfrJsùI ti numero- 

intero» e. si otterranno tutte le soluzioni possibi* 
li. Pongasi per esempio r=2 , ed i»=:5 , saràj^,^ 
quindi y^jn=^9 Ivingbezza di. tmto 1* albero, ed 
xz;^ larghezza del fiume,- di fatto 3^-|r4^=;5' • 

i2pj* Ritornando adesso in fammino, entria- 
mo ne/la soluzione generale deir equazione ••....«•• 
^-\'Bt^=^u^ .^ Prima ne cercheremo la. soluzione in 
numeri razionali fratti, e di poi faremo passaggio 4. 
risolverla in numeri razionali interi ,. . 
^ p q ^ 

.X258t Sieno — , ~^due frazioni ridotte ai mini- 

T T 

mi termini, e al medesimo denominatore; e sia ■ 

pq 

"17=^ « j e~j.=:r . Sostituendo questi valori, T cqaa^ ' 

zione /^r«^ — B»* diviene /^r^=f^-^Bq^ ^ e la que- 
stione vien ridotta a trovare tutti i valori interi 
di^, 5 ed r,i quali soddisfacciano ^!a suddetta ' 

equa- 
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equazione ;pitq dovendo ewer primi fra di loro , 
altrimenti %dT^ dovrebb' esser divisibile per il co* 

P 9 

rfìxn fattore quadrato ài p $ cq;c con ciò~ , e — 

oon sarebbero ridotti ai mininìi termini • 

1169. Prima però d' intraprendere la proposta 
soluzione, convien ristringere il problema in al- 
cuni confini più precisi, colle condizioni seguenti. 
Condizione I. ud^tB non debbon c$ser quadrati • 
né contenere alcun ^ttor quadrato . Di fatto, se que- 
sto non avesse luogo , detto fi* il fàttpr quadratico 
incluso nel valore dìuéc sr* il fettor quadratico,inclu- 
f nel valore di B, onde si avesse ^ rr kf *, e ^=: A^'** e 
Tequaeione ^r* zzp?^Bq* fosse delia forma Kf^r^ s=/)- 
J^V^^^bastercbbe porre fr =w,e 7rq ::^,e la suddetta 
equazione si trasformerebbe in Km^ r:/?*— *A!'/i^ , la 
quale è della medesima forma che V equazione 

Condizione. II. ^ non dcv* essere r: i - La ragio- 
ne di questo è che essendo B=^ i , Pequazionefi* 
naie diviene della forma am^ :=Jr*-y* , della quale 
si ha la soluzione generale {ni 1169 ) 

Condizione HI. Non deve essere ^^i ^tB^^-i 
nel medesimo tempo , perchè questo è un caso trop- 
po semplice, e risolubile con uno degli artifizi, 
esposti dove si trattò il raso i.** e 2.^ 

Condizione IV. Neppure dev' essere ^=r±iB ; 'per- 
chè V equazione diverrebbe Adc:At*zz »* , e faccn- 

^P q 
Aou tir— — , e ^-~> ^r^±^^q*^iA^p* , o sia 

r* i±3 q^^^p^; equazione, in cui avendo luogo 
il segno superiore , si ha il caso escluso nella .con- 
dizione precedente , <;ioè 4^i , e ^r: — ^i j e se ab- 

l)ia • 
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bla luogo n s^gno inferiore, si hi un' equazio- 
ne slmile ad ant^^x^--^ , della quale si ha una 
general soluzione. 

Dovendo per tanto essere uuo dei coefficienti .A^ B 
maggiore delP altro , si potrà supporre generalmente 
^>i » e perciò >B . 

Condizione V. ^A dev'esser divisore dì un numero 
della forma a?'--^B , « essendo un numero intero • 
Eccone la ragione . 

Ambedue i membri dell'equazione ^t^z^Lp^^-^^c^ 
salva la sua costituzione, si. pcsso^no moltiplicare 
per una medesima quantità qualunque, e perciò anche 
della forma p*— ^?'* • Con questo si ha la trasfor- 

mata /^r^(/i''— %'*)r: {/»'— V)X(p''— 5^'*) , 

=: (pp^:±:Bqiq^)^.^S(pq^:±:^p\y . Siccome poi sono/? » 
e q numeri primi fra di loro , si possono prender 

sempre per p^ 9 ^ q^ dei numeri tali , che sia 

pq-^qp^-zz dbi:pp^t±:Bqq^ sì può sempre fere;=: a; si' 
può avere per conseguenza 4r^(p^^ — 5f**)z: «*— 5 
generalmente, e perciò, .>^ può e<!ser sempre divi- 
sore di un numero della forma a^— ^ , perché • 

r^(p'^—Bq^^) è sempre una quantità intera . 

1^70. Ecco per tanto, che la questione si riduce 
a sciogliere l'equazione c^r* rr^^ — Bq* , in modo, 
che ptq yV sieno numeri razionali interi , e /> e 
q sjeno primi fra loro: supposto chcc^, e ^sie- 
no numeri interi non quadrati , né compren* 
denti alcun fattore quadratico, che non sia fi r=i ; che 
non Sia /^:z: 1 , e 5 :=: «i , che non sia »/f :r:=pP ; e 
che finalmente J£ sfa divisore di un numero della 
forma «*- fi . 



LEM. 



^5* 

LEMMA r. ' 

lijj. II prodotto di un qualunque numero di 
ijaamftà della forma p'^q^ risulta sempre - della 
medesima forma . 

Dimostrazione. Di fatto , (^p^^Bq^^if^—Bq^^) 

.]=(pp't±z3qq^y^B (pq^^qp^) ^ -T»'— 5^ : nel modo 

Aesso , ponendo (p'-^-Bq^XP'^-W^y ^^^—B^ , si 

cosi io seguito • 

LEMMA IL 

1^72. — può sempre supporsi >at, e perciò si 

può prender sempre per «e un numero < ^ . 

Dtmoitrazione . Sapendosi che A dev' esser di- 
visore di un nomerò della forma a* — B , suppon- 
isi , esser K un numerò tale , che K* — B sia di- 
visibile per */t . Facendo « tu [i%^t±^li , ^ essendo 
un numero qualunque, a^-^i? sarà egualmente di- 
visibile* per J^, qualunque sia (i, e il segno^di K,- 
Si determini dunque fi, e il segno di^ in modo i • 

che «sia < "^ : e siccome questo è • sempre pos-^ 
z 

fiibile , Sì pud concludere che se esiste un nume- 

rg qualufrque K tale che k^-^fi si?' divisibile per 

■ ' ' ' A 

%4, dee parimente esistere un numero <« < » che 

abbia la medesima proprietà . 

layj. Richiamata adesso V equazione »^r* ^/>* 



N— JBfq* . i . . (w^ si vede 'che per rlscìogl Feria j ba- 
sca ridurne la solazipne ad uif' equazione^) che si 
sappia sciogliere, per cs.^ alreqaarìone aw^r^r'-y* 
A quest' effetto «i dee cominciare da invcstiea- 

re un numero «.<7* ; tale che "'^j'^sitA^ , cioè che 

et^^B:zu4ui\Sc questo numero non si potesse trovare, 
sarebbe certo che il problema non ammetterebbe so- 
luzione in numeri razionali ; verità facile a conce- 
pirsi, con riflettere sui Metodo tenuto per prova- 
re che w^ debba essere divisor di un numero della for 
ma u* — a. 

1274. Suppongasi trovato il numero « dotato delle 
divisate condizioni :facciasi «=:(i^/^bb«, fc essendo un 
numero qualunque , e si determini u , ^ il segno 

ambiguo di «, in modo che si abbia f'<~ > ii 

che é sempre possibile , se l' equazione prftpojta 
«la solubile in numeri razionali. Siccome poi 
^' — B è divisibik per /^' , lo sarà pure «'* — ^ ; 
il quoto ne sia ^^\ e si avrà *^'.>f'*=:«i^— /? . 
Si ponga «"=fi»U''!43«' , «lif-^'M^in^p^'i&c. &c. 
e si prendano ft"^ u'^fitc. ed'i segni ambigui ia 

maniera, che si abbia «"<"";; — , J^' <~r' &^' ^^* 

e si avranno l'equazioni /rf^^/^^'' = a^'* — ^B , ... 
^MK.^rv-^di»^^ &c, &c. , cioè si avrà la serie 
di equi^zioni 
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A A^ 

A/^ =** —5 nelle quali Jt<—^a'<T» 



( 



^'1 ^m 

(/i^'/<'*^xflt,**' —5 considerato il quantitativo » 
/4'«'y4'v:=fl^"** —5 e non i segni . 
&c. = &c- 
1275. Ma i numeri (t» a'» oc'' &c. come si 
possono determinare ? Rispondo che tali numeri 
si dcbbon cercare per mezzo di un tentativo » 
ristretto dentro opportuni limiti , dei quali fare- 
mo parola in appresso • Non é già che manchi 
il Metodo , e questo diretto e generale 9 con 
con cui soddisfare ad una tal ricerca; ma esso è 
talmente prolisso e complicato , che nella prati- 
ca è preteribile certamente il limitato tentativo , 
del quale parleremo a suo luogo • ( Vedasi il Me* 
todo Suddetto neg;li Atti di Beri. alT ao. 1768.) 
Ritornando adesso in cammino sia 
1 275. Teorema : Le quantità /^, /i^ , /<" ^ /^^*' &c. 
vanno continuamente decrescendo 9 fiPché si arri- 
di ad un termine /^("):=ò <^,e per conseguenza, 
le quantità 0,» oc'' a," > a " vanno anch'esse decrescen- 
do , fino ad un termine ot^"> s ò <5 , fetta sempre 
astrazione dai segni • 

J 
^ Dimostrazione . Avendosi per ipotesi a»<T > ^^ 

ha purea^<~, e per più forte ragione «,* — 'B<, 

— • ma 0^'^B^jLì^\ dunque /^/^'<~je perciò A^< 



~. Egoalmentc essendo cj<~si troverà con lostes- 

so raziociniq/^'^<r^, e cosi in seguito, finché si 

arrivi ad un termine /^(") , e perciò air equazione 
^C*+V(°)=<°)'~^» nella quale, a motivo che si 
^ U ^ U^ A^^ 

6a. <*< 7' ''^'< 7 •*'< 7' ^^'<7'*^*<7^^- 

«(")* sia =:ò < JJ ; siccome poi B non è un quadrato , 
né =ri , «v°)' dev' essere <^ ; perciò 5 — «(")'<if , 6 
alpiù=:i?, se«sla=:o. Dunque ^(^, dovendo es- 
sere un divisore di «(") — B y dev' essere =^ò <B 
Se 5 sia negativo si avrà l'equazione A^^zqfj^-j^B; 

si ponga ^A in luogo di 5, — in luogo di a* , e 
si avrà vrf*.^' < ~ + ^ > cioè JÙ < —-f l. 

Egualmente si trova .^"< ""+1 &c»&c. finché 

si giunga ad un termine sA(^)=: ò <B . 

1277. Si avverta qui che sebbene si possa sempre 
inoltrare la serie ^ ^ ^\ ^^ , ^"V&c. fino ad un 
termine =:ò< B ^ nondimeno qualora se ne trovi uno , 
il quale sia > i? , ma tale che sia quadrato , o mul- 
tiplo di un quadrato , cosicché diviso per detto 
quadrato, riducasi r ò <B\ può fermarsi l'ope- 
razione a questo termine . Suppongasi per e^mpio, di 
esser giunti ad un termine Af^)zi ò <B-^ C ^ editi 
cui SII Cziò<B . Si vede che se abbiasi Bzr±i\ ^ 
do-vrà esser C^i : Si moltiplichino insieme tutte Pe- 
quazfoni (tf) fino all' equazione jli^''^)AO^'^f 

R 2 ~ 
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mmBj e 91 avrà (Lem. !•) un' equazione, di cui il prU 
mo membro sàrà^^'* ^^'^ ^'^^^ ..^ ^Cy ^4{% 
ed il secondo sarà della forma T>^-— ^^ . Perciò 

Éitto ^(Vtf^C, si avrà Cuf(^'/^^U'^' ^("""^ìa)^ 

sP'— 5^; quesf equazione si moltiplichi perTe- 
quazìoDe(i<) , e diverrà de/la forma C{aa^^^^A^^\. 
:^(«-') ar^=p'^^ Br'\ e fatta/^/^U' '.../^("-O^rz: (7*, 
della forma C^'V'— *»•''» o sia /?r' V~C^'^ ;.. 
(5) equazione totalmente simile alla proposta » e 
perciò solubile , se ella lo è . Dico adesso 

1278. TeoT. Che se T equazione (5) è risolu- 
bile , deve esser tale anche l'equazione {^ • 

Dimostrazione • Si moltiplichi T equazione Cq^^ 
-p|2 — ir^^ per il prodotto dell* equazioni (4) , ed 
à motivo di A{^) ^C , si avrà la trasbrmata 
^{AU^^A^'^ .... A(^-^)aC)^ 9»^=(/)«*-Sr'"Xy*^^^ ); 
fecciasi A^A^^ ... ^(""') <iC^s5r e la nuova trasforma- 
ta sarà (Lem. cit*) Aw^zìk^^-^B^^ . Ora essendo l'e- 
quazione -4»*=x' — \L^ della forflja stessa , che l'e- 
quazione (^Q, si paragoni con 1' equazione (^), e 
poiché X , fc , <r comprendono /)' , qy , r^ con dei 
coefficienti numerici , si dedurranno /» 3 ^ , r per 
P^ y q\ ^^9 quindi essendo l'equazione (B) risolu- 
bile , e sapendosi per conseguenza i valori di p^ , 
q\f\ Sì conosceranno anche i valori di ^ , f 9 ed 
r, e con ciò sarà sciohz, l'equazione (^). 

Se si hsst trovato C=r i , 1* equazione (B) sareb- 
be già ridotta alla forma am^=^x^—y^ ; se ne avreb- 
be perciò la soluzione , e con ciò quella della prcT- 
posta. Ma suppongasi tuttavia C>i . 

Siccome l'equazione ^r^S:/>'*— ^^**è della stes- 
sa forma che l'equazione {A) , si comincerà dal cef- 
fi 
care un numero fi<r7 > e tale che >5^— C sia di-i 

vi- 



visibile' per 1? ; se questo non isi possa trovare, 
non sarà possibile la soluzione richiesta in numeri 
razionali . Con questo si avrà la serie di equa- 
zioni che segue 

/ B 5» =^* ^C 

nelle quali B, B^ . un &c. come <?,/?', fi'^ &c* 
vanoo decrescendo successivamente , finche si giun- 
ga ad un termine Bf°ìrò<C, e fiC'XC; il che do- 
vrà necessariamente avvenire , perciò che si è di- 
mostrato di sopra. Operando per tanto come si è 
praticato al (»• 1177) per ottenere T equazione (B) , 
si troverà una terza equazione (0 9 della forma 
Cr*'*rp*''— /?fl"* dalla di cui soluzione dipende- 
rà quella deir equazione (5), in guisa che sciolta 
r equazione ^(C), si avrà immediatamente la solu- 
zione deir equazione (B) , e per mezzo di questa la 
soluzione deir equazione (a) . 

Se D sia i:r > T equazione (Q sarà ridotta alla 
forma dell' equazione df rapporto 41»*=^*—^* . Se 
questo non sia, si cercherà come sopra un nu* 

C 
mero j^ "7" , tale che >.'— - Z) sfa divisibile per 

C, e cosi in seguito • Si avri in questa guisa un* 
altra serie di equazioni 

Bri* =;,!» _c^'« 

V &C.S&C. 

che 
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che le chiameremo equazioni primarie , in parago- 
ne deir equazioni (a) , e (6), le quali ie distingue- 
remo col nome di equazioni secondarie • 

la^p. Scoi. Si può qui osservare utilmente , 
come in pratica si derivino con faciliti Tequazio- 
ni primarie una dall' altra. Dalla i.* Ar^=zp*=iBq^ 
si deduce la 2.* con porre B ia luogo di jr» ed 
*/f °^ in luogo di B ; La j.* si deduce dalla 2.* 
co n porre ./f^"^ in luogo di B, B(^^ in luogo di 
^"^; La 4/ si deduce dalla 3.* con porre £^''> 
in luogo dì /^r°ì, e C^"^ in luogo di 4^"^ eco- 
si in seguito, intendendosi per ^^''^ un coefficien- 
te numerico =ò<B ; per B^^^ un cociBciente nu- 
merico = ò <C, &c. i quali si sanno trovare . 

Ma è poi certo che uno dei coefficienti succes* 
sivi -4 , a , Cj D&c. debba divenire sidbi ? 

1280. Teorema . NelT equazioni primarie (r) , i 
coeffieienti sussecutivi ^, ^, C, D&c. vanno de- 
crescendo successivamente finché uno di essi arw 
rivi ad essere zz^i. 

Dimostrazione. Che i numeri ^, 5, C&c. deb, 
bano andar diminuendo si sa perciò t che si è ve* 
duio di sopra n^iayS. Dunque, siccome son essi per 
ipotesi numeri in^teri , e non sono quadrati , nò 
multipli di quadrati , è necessario , che mentre 
uno arriva ad essere z=,c^ il termine precedente sia di 
venuto z: I. Di fatto se pongasf,per esempio, iD=:o,si 
liaCr''« tr^'** , cioè per non esser C né quadrato, 
né multiplo di quadrato , C— 1 • Ma per la suc- 
cessiva diminuzione , uno dei termini ^, S, C, D &c« 
deve necessariamente passare per zero : dunque &c. 

1281. Si può adesso concludere che dall'equazione 
yét^ zz p^'-^^q^ •••{/) si può dedurre successiva- 
mente un numero di equazioni primarie della for- 
ma 
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ma rappresentata dall' equazioni (e) . Che una dì 
queste deve avere T unità per coefficiente di due 
termini, è perciò dev'essere della forma am^zz ^^^y^^ 
equazione che si sa sciogliere generalmente . Che 
dalla soluzione deir ultima equazione finaleslpuò 
risalire alla soluzione della precedente, e da essa 
air altra , finché si giunga alia soluzione delTequa- 
zione Ar^ zz p^-^Bq^ e con ciò dell' equazione 
A-^-M^^zzu^ ,c finalmente dell' equazione. 

Resta per tanto esposto in questa guisa un Me- 
todo generale , per cui ottenere la soluzione di 
qualunque equazione quadratica , in numeri ra- 
zionali fratti. Spargerà maggior luce sull'esposta Teo- 
rìa l'esempio che segue • 

Esempio . Sia proposta a sciogliersi l' equazione 
di secondo grado ridotta ( n.izóZ. ) lop ;=; u^^'jt^ 

P 9 

Fatte le spsUtuzioni di •", e ~ 9 essa diviene 

T r * 

lopr'r:^ /**— 7^* ...(-<<), e si ha ^ =2 lop , e i^r: 7 > 
e non avendosi né in A , né in^ verun fattor qua- 
drato, non v'è da fare alcuna riduzione. Si cerchi 

109 
per tanto un numero intero a < ""^ , e tale che 

«^.^7 sia divisibile per jop. A quest' effetto ,3 ia 
vece di tentare tutti i numeri naturali <54 9sa^ 
rà più comodb cercare un numero, che sia muU' 
tiplo di lop, e che sia della forma a^-— 7, cioè 
tale , che essendo accresciuto di 7 , divenga un 
quadrato • Si osserverà per questo , che nell'equa- 
zione /^il':=: ce ^ — By alla quale si tratta di sodisfa. 

A 
re , A^ dev' essere <— , qualora ^ sia positivo, e 

4 che 
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che dev'essere <—-|-i, qualora jj sia negativo; 

4 
indi non si avranno da tentare per A\ che i 

A 
numeri naturali < "T-j"^ P""^^ positivamente y 

o negativamente 9 secondo che J sia positiva, ò 
negativa . Si troverà cosi , con un ristretto tenu- 
tivo il numero or » e Io stesso vale per i niàmt- 
ri ifi » ^ , J' &c. 

Nel caso presente si trova A^zzt j t perciò 
2.109+7^ aaj r:«% onde «= 1 j . Siccome A^ è 
già <^) la prima serie di equazioni secondarie (4) si 
riduce a questa sola a. lop r: i5'^*-7 ••• (a) 

Fatto adesso ( n. layp) C=: a , la seconda equa-* 
«ione primaria è jr^^zzp^\ — iq^^ ... (B). Bisogne- 
jràper tanto soddisfare alP equazione BB* :=: fi*^"^ ^ 

7 

cioè 7^' =5/?* — C, fi essendo <~ , e si troverà 
' a 

fi=zj9 e B^ =r I , di modo che , siccome ^' è già 
<C, la seconda serie (k) di equazioni seconda^ 
rie si riduce ad una, ed è 1.7=1:3'— 2 (*) • Si 
faccia dunque Z> z= a , « la terza equazione prima- 
ria risulterà ar»'* =?'**,— 9"* ••• (0* cheèdellafor* 
ma stessa dell' equazione di rapporto • 

Si paragoni dunque V equazione di rapporto con 
quest'ultima equazione , é si avrà 4= 2 , i»=:r^' , 
x:=:p' ' , ^ = ly"; quindi tP r: i,e ^ 2 ; percon. 
seguenza p'^^g^^i^. q''-g'—2f. r"- 2gf . Co. 
sì non si ha più che da risalire dall'equazione (C) 
all'equazione (0) , e da questa all' equazione (c^) 
per le regole date . . 

A quest'effetto si cangi subito requazione(C) 

ia 



in quc9ta5"«=3jp"*— ir''* , e si moltiplichi per 
t*equazione (A) . Si avrà per le forinole del (». 127K) 
yq'\z=: (3/)"^2r'y~2i3r"rfr/>"jS equazione cbe 
essendo paragonata goIT equazione (B) » sommini- 
stra le tre equazioni , p' — ^p'^^zr* , q'::: jr^'tir/^*", 
r*:r: q* » i segni ambigui essendo a piacere . 

Sì cangi parimente Tequazionc (B) in iq'^zztf^ 
.— 7r'*, e si moltiplichi in seguito per requazio- • 
ne (4) 9 onde si ottenga l'equazione 109. 4(y'*' 
=: (i5/?'!±!7yy — 7C1 jr'dbp^)*, e paragonando qucst* 
equazione colP equazione {A) 9 .si avrà finalmente 
p;=: i5/)'r±:7r' ,^;=2 I5r'rb/?', rrra^jOijde Bon . 
si ha che da sostituire successivamente i valori di 
f y q' y «•' ed in seguito . quelli di p'* , q'' , r". 
Essendo cosi' trovati i valori di p , q'jTf si avrà 

p q ^ • 

M :=: — 9 e f =: — , e l'equazione sarà Sciolta . 

1282* Ma venghiamo alla soluzione deirequa** 
zione A =: u^ — Bt^ in numeri interi . Prenettoosi 
le riflessioni che seguono. 

L Se A non contiene alcun fattor quadrato , (st 
suppone al solito che non sia un quadrato) i nu^ 
meri u 9 t t debbon esser primi fra di loro • Dt 
fatto se avessero un divisor comune £ , 1»' , et* 
avrebbero uo divisor K^ , e perciò anche in a ' 
dovrebbe contenersi ìIlS il che è contrario allMpo- 
tesi. 

IL Se A contenga uno, ò pilli fattori quadrati» 
t y ed u possono avere uno , ò più divisori co- 
muni • In generate però qualunque avvenga dei 
casi suddetti» Tequazione propo'sta si può libera- 
re dai fattori comuni 9 i» guisa che ^r:'«*'^^* 
divenga un^ equazione > ìa cui M » e r sienp pri- 
mi fra di loro • Ul^ 
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III. Debboo aver luogo come nel caso delle 
solozioni fratte 1* equazioni ^-^' :=: «' — B 8cc. W 

In effetto , se si moltiplichi ciascun membro 
dell'equazione A:=iu^ — Bt^ per «'* — ^r", si ha 

ia trasformata ^ (»'^ — Bt'^ ) == («* — ft*)(«'^ ft»») 

criC». X27i.)(«»'— l?f/y_5(i»^»-^7)^ Sipren- 
dano per «' , e r' due numeri tati che »^'— «'/ 
siair =fci ; pongasi (nu'-^Btt' )*==«', e si avrà 
fc/f(«** — ^/'*) =: -^-^'rr cc^-— F . Lo stesso prova la 
sussistenza deli' altre equazioni analoghe, 

IV* Convien , che i numeri a.- , ^, j. &c. sieno re- 
ASC 
spetti vamen te <?— , <J— , <J— ce* ec. (lem.i) 

12 83. Poste queste riflessioni, per intraprende- 
re con successo la proposta soluzione , fa d*uopo 
distinguere nell' equazione A — »* — Bf^ U caso di B 
negativo , ed il caso di B positivo , perchè ciascq* 
DO di questi casi richiede un Metodo particolare . 
Incominciamo dal primo, che è il più semplice. 
Sia A zz »'+ ^/* , e siccome per il Lemma II. é 
A(k'^+Bt^'}^^r^B::z ^^^dev'csscre u^'-^Bì^^-aK 
Pongasi «'zrp^^dt^ , e perchè ^c'H-i? è divisibile 
per .^» anche ^'^-f^ sarà divisibile per J^ . Ora 
^'èstf'^jffr'* j dunque nell'equazione •.. 

^ r =^'' 5 sia flc^*+&/^'^'i , ^'' dev' esser 

della forma »"^+5r''* dove «'i , e t«' sieno tali 
che abbiasi t'»" — ^«'/'»==±:i afBnchè dal prodotto di 
^^' perof ' ne risulti una funzione della ÌForma (x,'^+5. 
Cosi fatto flc''=fi*'^^'=t:flc' » a"*+5 dovrà esser di. 
visibile per /^'' > e il quoziente .>f 'il dovrà esser 
della forma »^'»'+iBr''»% dove»'", e ^"1 sieno 



tali, 
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tali , che abbiasi *"«"'— »^'r?"sSÌ3i . In generale 
si avrà /<°)=«(")*H-5n")' • Di qui ac derivano V 
equazioni (*'), (e'), (rf'), (*') 



(io 



&C. s &C. . ( 



( » 

( 

(j)) (^11 ^Mi =a'" +-B (e') (a" =«• V"-|-jJr«'|Mi 

{ ^ a 

( 

&C. s &C. (&C« &<U 

1284. .Affinchè requazione proposta sia risolnbile 
in numeri interi conviene che abbiano Inogo Tequa. 
2Ìoni (*') , € (i*) ; e si richiede inoltre , che 1* eóaa- 
lioni Cf) ^ 



ut' 

2 



2 
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]e quali si ottengono per tn^^zzo deirelimioazionedall* 
equazioni (e'), (e') , diano per », i»^ «f''&c. ^r', r"&c« 
dei valori interi . Questo poi avverrà sicuramente » 
qualora inoltrando quanto basta T equazioni (6') si 
giunga ad un' equazione <")=«(")* +^^0' > «ella 
quale sia ^(")si . Difatto , dovendo essere A(°)<5^ > 
ed essendo AC)=:i 9 T equazione suddetta » a cagione 
che t tàu non possono esser numeri fratti , non può 
sussistere / senza che sia ^(")=o . ma questo essendo » 
ne risulta AC')=:uCf , e perciò »(")=!, ^^ ed uC) so* 
fio dunque numeri interi; ora essendo essi interine in- 
cile à dimostrarsi, che/iC""'), uC^^.u , K°"'')^°'"V 
debbono esser parimente numeri interi . A quest' og- 
getto riassumansi Tequazioni (e') • Si sommi ta pri* 
ma colla seconda » o si sottragga una dall' altra , e si 

avrà "JT — T^ "7» f e per conseguenza •#.•••••••'• 

r z^r r 

ii*^qpi=ft'«' , r'*r±:r=:|t'r' , d' onde si ha, preso il se- 
gno superiore irs:»^' — (x'«' , r-r*'— /m'^' , fi* essendo 
un numero intero qualunque . Facciasi la stessa ope« 
razione sulla seconda , e sulla terza equazione y esi 
avrà »*=«"' — ^(i"«", r*=r'"— ft"«*'. Si pratichi Io stes- 
so sulla terza , e quarta equazione e si dedurrà •••.••••• 
«' W."— /'* , f''=:r'y 'r''' ; e nel modo stesso prò- 
seguendo, si avrà«'"-«^ — :*'v^'>^ ...•....•, 
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Dispongansi le equazioni per ordine, ónde si abbia 
(g') «' :=«^'» -yu" ^'' , f'x^'"-.;^'r" 
&c. &c. &c. &c. 

' e si vedrà à colpo d' occhio , che se u^ , ^r"^«f«*'> , 
rc°■**^ sien numeri interi, tali debbono essere an- 
cora «?""*^ , tC"^^) &€• u, t. Ho detto, essendo 
interi anche t f""'; , / f""'j , perchè interi essendo u (^j 
e re"), ne segue{in virtù dell'equazion (f) che tali deb- 
ban essere anch'essi . Ecco adesso il Met. della soluz. 
I28j, S'inoltrino Pequazioni(6') finché si arrivi ad 
una di esse, in cui abbiasi u^(")=i . Giunti che siasi 
a questa si avrà /(°)=o , cd«(")=:i . Questi valoj-i si 
. sostitituiscano nell' espressioni di «(^"^) , e ^ C"*) e 
così in seguito , e si arriverà ad ottenere i valori di », 
e r in numeri interi • 

I28(f. Qualora non s/ potesse trovare un equazio- 
ne , in cui fosse »^P=i , sarebbe certo che T equa- 
zione proposta non ammette soluzione in numeri inte- 
ri . Supposto però che questo non succeda , per de- 
terminare tutte le soluzioni dei problema , converrà 
investigare tutti i numcrrpossibili , che possono sod- 
disfare alla condizione , acuì soddisfa*, avvertendo 
inoltre di prender tali valori , tanto positivi , che ne- 
gativi • 

Esempio . Si debba sciogliere V equazione ... 

itf5r«^*-j-i3t%«, e f, dovendo esser numeri interi. 
^ Operazione . Incomincio da ricercare V equazio- 
ni corrispondenti alle formale v/f^^t cL^-jr^ > »/£^-^" 
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z=xa!*"\^^c.SLc.^tìchh gìuDgasi ad an^equazicme» 
io cui sia A' "^ I • Esse sono fé seguenti : 

17. I4=;i5'-hii 
14. I :=:!* +IJ 
Si ha peit5?sfo\^'=: 17, ./f"=: 14, e /f^'*=: 1 ,0.=: yj , 
a'— 15» a''=^i5«^''^i > l'auro. Si sostituisca- 
no questi valori nelle forinole (f) , e st avranno i va* 
Jori segaenci di »*' ^ ii\ » » r^^ ^' , r ciQè 

u'^zzziy t'' tri 
js' sra , ^ tzl 
> =37 , f =;:} 
1187. Eccoci analmente al caso , che neir eqaa*" 
amae Jf—jsr' — ^5r'i?sJa positivo . In questo, sebbene 
fi gioiiffa ad un* equazione /^^°>z: «(°)'— Br^°^* , in 
elfi si abma^^'^<ff, e =1, non ne segue che sia t^^^-o^ 
e per conseguenza non ba I uogo i! Metodo ad dotto per 
il caso di M negati vo» Il Metodo che passiamo ad espor- 
re 9 quanto è operoso , edifficilp» altrettanto è ra- 
gionato , ed elegante • 

u88. Inoltrando f equazioni ({"^ quan to bisogna • 
si sa (n.iijj.) che si deve arrivare ad un* equazione 
y*"ì/^."*')ra^"i'-5L,.(T') nella quale sia ot^"^<iJ,e che 
perciò sia ddiafori»a--^^^^w^«'^<''^-fi-x^"^* , ^Oed 
^^•""ì essendo di segno diverso,ed uno di essi essend o 
<\/s. Pcrniaggior seinplicfta, si ponga 0,'^"^=^ » «"^ 
de'nameri^ % /4- "^'; , =: dtzE , T a! tro =; ::?;/> > E » 
e D essendj positivi , ed E<^\/3 , onde T equazio- 
iie(P)divcnga— 'D£^ 3 — ?^ . In virtù delT equazioni 

^d f dovranno esser della formi • .....•• 

(^y±2D^---^B(^^ , rbE-cr' — 5r* • Si sciolgano 
queste due equazioni , nelle quali è />£<^ , e aven- 
do 
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do conosciute le incognite tt , p , o*» r si conosceran- 
no «f"^ , r ^"^ u r"*-' ^°+'^ , e con ciò si potrà risa- 
lire per mezzo delle formole (/') ai valori di « , e dì t. 
I28p. Se meglio però si rifletta, si vede facilmente 
che deir equaz,ioni ::h^=»*-^^*^^=2 (T* — ^r^ basta 
riscioglierne una soltanto , perchè si hanno fra .... 

^9 P 9 CjT f le due equazioni generali.- : 

Cp'—vrr^ dbi , ciT'-^BrPz: e . . .(fi) , dalle quali co- 
noscendo due delle incognite , si deducono le altre 
due con facilità ; avendo però riguardo di prendere e 
positiva , « negativa , àJ pggetto di ottenere tutte le 

soluzioni possibili ; e di cangiare i segni di , 

p' . h"> f^'" . . . (^ ^'"^ nelle formole (g') quaado'si 
prenda e negativa . 

1 2po. Giacché dunque tutto il problema si riduce al. 
la soluzione di unaddi'equa2Ìoni.(i(), proponghiamo- 
ci di sciogliere Tcquazione ±£=: o** — i?T%nella qua- 
ie£'<\A. Suppongansi già note le quantità(r>T,- esse 
in virtù dell'equazione (T/J — •JTTsrdhL dovranno es^ 
ser numeri primi fra di Itìro, e p dovrà esser >t ia 
virtù dell'equazione stessa ± £^=::f*— flr* , dal- 

0* I E \/±£~f-BT* 

la quale si ha — z: i/^ir— 4- B ;= . 

Si potrà per conseguenza ridurre "IT in frazione > 
continua alla forma 
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Questa frazione essendo mutilata successivamen- 
te di tutti i termini dopo il prima, dipo il secondo, 
dopo il terzo &c. darà tante frazioni equivalenti 
a e- e, m p <r 
— — — &c. -~ , "" » T nelle quali . . .• . . 

i-xy e=:fi«}-i » t =3C>4-/t &c. (r=/>»-h»». 
i- I, à=ib? , . / :^ài-\^ &c r^q^^n 

lapi. Le addotte frazioni sono , come si sa 
d'altronde, alternativamente maggiori, e mino- 

ri della frazione principale —, e sono convergen- 

ri verso il di lei valore ; ed inoltre son© tali , 
che si ha «rf— *ct=:— i , f/— ie=: i &c. mq—np 

Ciò posto , la penultima frazione equivalente, 

P ^' ?1 r 

cioè —si 'po;iga= y j l'antipenultima-^,, la 



<r"' 



ieguenter-:p-&c.&c. , e si avrà per la na- 
tura delke frazbni continue ( ved. le formole f(^ 

i^^,(n*r,^(nti) , ^.nH), AII,X"&C. xO essen- 
do i denominatori delfa frazione continua , come 
^ , > &c., de' quali è A. il primo. Si v^e poi 
(«.}85) ch'e i due ultimi termini della s6rie (r , 
r\ t^^Sic. dsbbon essere <» , i , e che i due ul- 
timi termini della serie t, t' , t" &c. debbon es- 
Ktrei, o, e perciò si concepisce facilmente,^ cne 
Quilora si coDOjcessero i numeri A' , A , A «e. 
ol numero «, si potrebbe risalire per mezzo deU^ 



for- 



t6^ 

formote precedenti ai valori di (ti e di t: 

1292. Ma ripigliamo requazìonc i±: ^"^ cr*-^7*, 
e suppongasi che abbia luogo il segno superiore . 

Dividendo per t^ si avrà — — . 5 n ~^ , e dividendo 






nuovamente per ^4-\/^» "7— v/^> — T"^!; T 

Dungue avendosi E <^B , dev'essere per più forte 
ragione £< \/B4-~ , e perciò —^\/B>o e < -""TT 



(T cr^ 



Ora dalP equazione cTr -(rV=^ ' si ha '^ —"^1=^ 
^ . Quest' ultima equazione si sottragga dal 

tt' cr 1 ^* / i. 

rapporto — — 1/^< —, e si otterrà — -V^< z 

»~~;r; ma t^< r ; dunque "T — r< ^'' ^ P^^ 

più forte raj>ione ~ — \/5<o. Si moltiplichi questo 

C cr 

rapporto per — -4-V^> ^ s> troverà — TT — ^^ ^> ^ 

per conseguenza cr^^— jSr'*<ot=: •-• £' 9 numero in- 
tero positivo. cr' 

L'equazione cr* r'**— tV*':=: — i da parimente ~] 

<r'' 1 

•— "Ti— *~"t.i II equazione, che essendo aggiunta 

'^ '^ (T cr' I 0- 

alt'aftra esposta qui sopra — ^ — — =: TTT » ci dàT» 

(t' I i r r rr r 

— "HT^: r— "T77 ; ma essendo T»<r, e T*'<r 
r rr rr g si 



ti 0^ 0* 

si ha TT? > rr ; dunque -—Ji <o » e perciò 

T T TT ■- •- 

e'' e ^ /„ ^ 

_- — >o . Ora si ha —— \/B> o ; dunque an- 

che -T,— \/^ >o ; e moltiplicando per jf, 

+\/^, — :|r-^5>o> vale a dire o-''*— 5t"*>o , e 

perciò 0*''* 5t"*=^''» S" essendo un nulnero 

intero positivo . 
Seguitandolo stesso raziocinio si ha dall'equazione 
0-" <r"' I 

e o*" I 1 e 



gendol'equazione— _TrIi~I7= 'th s« ottiene ^ 
0-'" III ff 

I 0*'" I _i I 

I 
>—■- ,, ,,, ; ed a motivo che si haT'<t » T"<r' ec«» 

lì 1 I C" 



l'I 



— .\/5<o; dunque -:^^B<ot ct'^^'^BT'^^'<o 

p— E"' , JE'^' essendo un numero positivo* 

1293. Passiamo adesso a supporre che nelTcqua- 
«one r±2£=(r^—^r* abbiasi il segno negativo • 

Sarà 
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ff* E (f E 
Sarà -1—5=—— , e — -\/BsJ — r 

Quindi a cagione di ^, <^ \/B , "^ — y/ B <; o e 

I ^ 

.►-. . Ora si ha in questo caso (5*^'— t<7**- — ^ » 

-^"(T^ or cr' I ^ ^ . 

dunque — — ^ — =: . — — ;- , e perchè si 
T r rr 

cr I cr' I I 

ha— .\/^>~— , — — i/i?>-;-7r— — ; ma essendo 



I I 



r^<T> risulta — p — ~>o , e per conseguenza 
cr' rr r 

" — \/^>o 5 e 0-'^ — -5r ^>o=£* , E\ essendo un nu- 
r , 

mero positivo, si avrà in seguito (r^r''—rV'^=^+i* 

Dunque 7 — 7.-;v;:jT; e poiché " — IT 
r r r r t t 

.ti 



e e" 



r r rr r r 

<ri' <r e 



rr 



conseguenza— — ~<o. Ma— — \/^ <o ; dun- 
r r r 



<r" 



esseD> 



que -u_^£<o e o*"*— Bt'"<os— ^" . 

r 
do £■'' un numero positivo . 

Si proverà egualmente , che si deve avere 
0-/^1/ — ^^T'^tf:' ",£•»'' essendo positivo, e cosi in 
seguito . 

1 294. Combinando pertanto i due casi di E positf- 
vo cnegativo , si avranno le formole generali dc:E:=cr^ 

S 2 := 
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I2p$* Si moltiplichino adesso requazioni (^) a 
due a due , e si avrà ^ n* 1271. ) i.° — EE^ = (q-q*' 
— i^rr')^— ^((Tr'— to*''^' ; ma per (e formole (f»i 
....(Tt' — ro*'==±i ; dunque , se pongasi crcr' — B^r^ 
sqi.« , si avrà V equazione — £'£'bg^ — B ; ovvero 
EE-sB—^^ . 

di dove , posto crV" — ^r r"^=^g' > *' deduce 
^E\E'':z^^^—B , o sia £'»£'' 'iri?—g'^ ; j.° facendo 
parimente <r' V'-^r' V* -H=g'' > s' troverà— f"''^'^' 
^g"^— i^, valeadirc£^''^'"=i?— g»'* &c. &c. 

1 295. Intanto si ha per le formole (^0 cr'^=(r-A'o''f 
e r -r— aV; dunque cr'<r"— Vr^ -(To-'— ^tt' 
■— a'(^^ — %'*)» equazione , che si verifica facil- 
mente , con sostituirvi i valori di (T^' , e -x" . Dun- 
que rt:g'i:qpgTfcx'iS' , cioè g'=;i'£^— g . 

Si ha parimente o-'^W^— A'V'' , r'' W— A' V^ 
e perciò cr"(r'^'— «^r'V -o-V^'— ^r'r"— a' V 
— ^r""),cioè q:3g"x±g'q:=A''£''. ovvero g^'^A^'^' 
I— g' , e cosi &c. Si hanno pertanto T equazioni 

nelle qual: g'^^^— g , g»'=A""E"— g' &c. &c (03). 

12P7. Conviene osservare adesso ; che siccome 
i numeri -£,£', JE:"&c. debbon es&ere necessaria- 
mente positivi, affinchè Tequazioni f;^) possano sussi- 
stere , si richiede che i quadrati g^ , g'^ , gM^ &c. 
sieno tutti <'-5, e che per conseguenza sieno tutti 
positivi • 

Percnè questo si concepisca ad evidenza , «up-^ 
poniamo 1.^ che sia g := — y^, ti essendo posi- 
tivo . 

Sì avràgrA'£'-|-ti » € perciò g' positivo, a ca- 
gione di a'>-E' positivi j ma bisogna che sia^ e^<Bi 

duii* 



dunque 'a'^'4-)1<v/5 » e perciÒA'<f — ^i — j; 

ma V fleV essere un numero intero positivo; dun- 
que E '<(iA-r,) . Ora si ha ££'=5— „»=(^/b 4-„) 
(v^— n) : dunque £' non può esser < (vA--„) , se 
non sia £>(v/*-j-fl); ma £<v/.fi per ipotesi ; dunque 
non può esser £>(y'!5-j-„), e perciò non può esser g 
negativo . 

Supponghiamo in a." luogo che sia g'=— „' ; sarà 
g"=V£"-f,l' , e pMconseguenza g" positivo; ma 
SI deve avere g"<v/5 ; dunque bisogna che sia 

A"£"+n'<v/^ e, perciò a" <(~~r-). dove £" 
sia<^^--„ . Ora si ha £'£"=5— „'* rr(v/s-f.„') 
ClA'— n') ; dunque £" non può esser <^/e—-> , 
\§enza che sia £' >v/e+fl' , e per pù forte ragione, 
senza che sia£'>^5 . Ma T equazione g'^A'^'— g 
dk , a cagione di g'=^n'» A'£'=g-n' ; dunque essendo 
g<V-B» A-E <\/'8; e perciò non è possibile che 
g'sia un numero negativo. Col medesimo razioci- 
nio ti proverebbe che g", gì", g-v &c. debbono 
esser tutti necessariamente positivi . 

I3p8. Intanto, poiché si debbono avere i rap« 
porti g'<5 g'V^, g"^</?&c., e per conseguenza 
£<V/^, gkv/fi', g"< \/j5 &c. supponghiamo che 
g sia realmente <\/^,e vediamo comesi debbano 
determinare i numeri A' -, A" , A"' &c. nell'equa- 
z«oni(<j,), perchè i numeri g' , g''.,g'Ji &c. risultino 
tutti 1 minori di \Jb, 

Sia i.%'<\/?;esaTà A'£'_2<5,e A'<(-^) ; 

Mi A' dev'essere intero positivo; dunque £'<v/ff-f-g, 

per 



ll^ conseguenza , avendosi ££'=W<x/5--s) 
/f/5+g) .converrà che sia E>(\/b^): quind. E 
dovrà essere <\/By e >v/^--« •.,,_„ . /^ 
Sia 2.V<V/^ ',<»"'**=" *^'"* A'i£n_g.^ ^/r, 

cd^"<(-£-^*)d°ve£"<^/B+e•.Aca. 

gione di ÈVE"- ^-g'*=(v/^+^y*-^'> ' ^^l' 
Ssere £' >v/«-s' » cioè g' >-\/^-£' j^dunquc 

A'£'— g>\/fi-£'» Pe"" conseguenza A+»>~"iì • 
Sfa 3.°g"'>v/i5; dunque A'"£'"-g>'<v/5, e 

perciòV'k(-4t^)-^-P°'^'V''''7' 
essere intero positivo, ^^.f «"«/^ ,^1 y/"*'m ' 
ed essendo -E'^^''-^^-^" ,=y^+^ ^^ 7^1: 
bisogna che sia £">(l/^-g' ) vale a dire 
«" -ZcJb—B^') ; dunque x"£''— g' >\Jb—P'ì per- 

cìòa"+J >\ "p^ ) ^ '=°'^ '" ''S"'*"* 

12P9. Se la quantità £" fosse l' ultima della 
serie £' . £" > •£'" &c. supposta continuata fino ad 
un termine <x/'^, affinché l'equazioni (;t; ed(») 
possano sussistere.ncll'ipotesi di £', £ ' &c aJ.A.' &^. 
numeri interi positivi , converrà che si abbia 

E.^\/b»c >v/5— g . e A'< ^^ £. J >'"'•" 



1300. E' facile a vedersi di qui che i numeri 
^' j A*^ A'^^ &c« vengono assolutamente determina- 
ti , di modo che, i numeri £*, edg essendo co- 
gniti , tutti gli altri debbon esser tali parimente 
in virtù delle formole (;|i) , (^), (^) . Difatto, se 
conoscasi £ , ed g , si avrà sulle prime E dall* 
equazione £'£'^=8 — g* • In seguito , determinato A' 
con prendere per esso un numero immed^atamente< 

v/B+* \/B+g 

-I — , e> ^ — 'I , sì avrà i^ dall' equazio- 
ne g^=A'^* — g • e con ciò £"" dall' equazione 
£"£'''=:B — g'* • Nel modo stésso, determinando x^' 
come sopra , sì avrà g^'— A^^' — g'> ed ìE"''* dall' 
equazione 2'* £^''=8— g'^^ , e cosi in seguitj . 

1301 Dal fin qui detto sì può adesso racco^* 
gliere , che per ottenere la soluzione dell' equa- 
zione i±:£:=cr^ — Bt* , nella quale E<\/R j sì deve 
incominciare dalla ricerca di un numero intero 
^<y/B, e >v/B — E j e tale che B— g^ sia divi- 
sibile per E. Se nessuno de' numeri interi, che 
si comprendono fra \/B, e \/B — E non possa 
soddisfare a questa condizione, l'equazione proposta 
non ammetterà sicuramente veruna soluzione in 
numeri interi • 

1302. Supposto però che siasi trovato uoo j o 
più valori di g , si formerà per ciascunp, dì essi , 
coir ajuto delle formole del §. prec. una serie, 
Ey E' , £•" , £:»" &c- ed un' altra g' , g'^ , g'^' &c. 
come pure la serie A^ , x'* » ^'" &c; e se la pro- 
posta equazione sia solubile in interi , si arriverà 
Q^ccisariamente ad un termine della serie •••.••• 
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£i^ E", £'»'&€. il quale sia =:i ; e questo occu- 
perà un sito pari , o impari secondo che nelT 
equazione ±£=0*^ — Bt' abbia luogo il segno su- 
pcriore, oT inferiore. Per concepirne la ragione, 

basta riflettere , che continuando le serie 

(rV'\<r'"&c.T,TJ ,t", t»'&c. si deve (§1284.) 
arrivare necessariamente a dei termini c(^) , rO> 
tali che sia cr"=i e crO=o* Qpfsto essendo po- 
iché in virtù delle formole (^) si ha •...; ^.. 

^(mj2_g^^m)2^^^^£^mj ^ qualora sia w pari , e 

^(^S^, Br<^">* = npE \^) , qualora m sia impari , 

deve risultarne manifestamente t±:£'("')=i nel primo 
caso , eqpEi"*) =1 nel secondo caso . Dunque se non 
csistanellaserieEjE', E'»,E"' 3:cuntermine£(n»):=i, 
il problema non potrà sciogliersi in numeri interi- 

ijog. Ma supponghiamo di esser giunti al ter- 
mine divisato E^"*ì=:i , e vediamo per qual via 
si possa pervenire alla soluzione richiesta. 

Trovato il termine £^'^>=:i , si ha immediatamen- 
te (r"*=i » e T'^'^so ; quindi per le formole {S) si 
ha c'^"^"' V("*)-Tr™"'V<^^=H=ii»«e m è pari,e =±1, 
te w è impari; pongasi (r'"M=i , e t^^^zio , e ri- 
marrà 'T(^''^^^r±:i . Inoltre per le formole (^) si 
ha (rr"*"V^^— V""'^T»"*^=drgr"^"''^ e fatto co- 
me sopra (T ™^-i . T'"*>=:0 , risulta cr^"*""'>=drg "-^^ . 
Conosciuti cosi i termini cr^^^^ T'"^ , cr^'""''^» 
T^™"'^ , si può risalire per mezzo delle formole (^ 
(».i292.) ai valori di (t , e di t , e con ciò vien ri- 
scioito il problema. 

IJ04. Ecco pertanto , che tutto si riduce a tro- 
vare un termine della serie E ^ E\ £'* &c. il 
quale sia =: i . Affinchè si possa da noi proce- 
dcre in questa ricerca con tutto il possibil succes- 
so 
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50, passiamo ad occuparci della natura , e proprie- 
tk della suddetta serie £" , E» , £'* , £''* &c. 

1305. Primieramcote et si presenta da osservare , 
che detta serie può esser portata lungi quanto si 
vuole, perchè le operazioni , con cui si ottengono ì 
successivi termini £,£',£" &c,g\«J' s"' &ca*5 V, 
a'" &c. non sono limitate per veruna condizione • 

130^. Oltre di questo è da notarsi , che siccome 
i numeri, £, E^ &c. debbon esser tutti <\/B, 
e nel tempo stesso interi , ciascuno di essi dcv' 
esser suscettibile di un numero di valori assai t\^ 
stretto; d^on de ne segue, che se la serie £,£», £'»&c. 
suppongasi protratta all' infinito , un medesimo ter- 
mine debba tornare infinite volte; e che una tal 
serie infinita altro esser non debba che un com- 
plesso di periodi identici di termini successivi. 

1307. Per vedere questa verità con chiarezza , 
supponghiamo che ì termini £*•' £'^ sienorespettì- 
vamente identici ai termini £^'' , £*'"' , onde si ab- 
biano Tequazioni £i'*s£vMj £»v£*vM , Perle formolc 
{?0^^'^ avrà g^^-g"; quindi per le forraole(^)^ 
^vi'u^/v j g pgj. conseguenza dalle formole {(^ 
g''"'=è'^; Dunque per le formole (X)^^ ha £*« 
=:£^: Lo stesso replicarsi per gli altri termini. . 

1308. Si raccoglie di qui , che qualora sieno 
dati due termini consecutivi , i termini seguenti 
vengono dati parimente per le formole i^) • • (")* (m^ * 
Trovinsi questi successivamente , e se s' incoatrino 
di nuovo i due termini consecutivi dati y i termi- 
ni seguenti Ritorneranno i medesimi egualmente , e 
la sene sarà determinata . Così per esempio se venga* 
no dati i. termini £''», e'^ ^^ calcolandosi tro- 
vino due termini ^vi , E^^'^ id&^i\c\ ^\ tttmm da- 
n , SI concluderà che la serie deve cs5crc della for 
ma che segue . £ 
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£■,£',£", E" ',E'S E^ E^'/E"', ff^^Ev', E^» , E"» &c. 

cosicché se abbiasi E "^ ;::::£ , sarà £ ' zi: E\ ed 

in generale E^''^ - £* . 

1309. Concludasi da tutto questo che per ris- 
ciogliere l'equazione t±:Er: cr* — Bt* , basta formar 
la serie E, E' , E" &c. &c.e proseguirla, finché 
s' incontrino due termini consecutivi , identici a 
due consecutivi termini antecedenti, i quali si può 
dimostrar facilmente , che debbon sempre essere i 
primi due . Se nel prìmQ periodo non si troverà 
nessun termine che sia ::=i , si concluderà che il 
problema proposto non è solubile in nu meri inte- 
ri . Supposto però che vi si trovi , questo termi- 
ne somministrerà immediatamente una soluzione 
deir equazione proposta , purché m sia pari , o im- 
pari secondo che in detta equazione si avtà il se« 
gno superiore , ò l'inferiore. Se l'esponente 1» non 
soddisfaccia à til condizione, si proseguirà la se-* 
rie, e si osserverà se il termine z:^ i , che deve 
ricomparire in tutti i periodi susseguenti , sia af^ 
fetto di un' esponente dotato della condizione ri- 
chiesta ; e qualora ciò sia, si avrà da esso una 
soluzione del problema . 

Continuando in questa guisa la serie , si potrà 
ottenere il termine divisato quante volte si vorrà , 
e dedurne per conseguenza infinite soluzioni . Quin- 
di si ha un corollario caratteristico, ed é: Ghe 
se 1' equazione :±:E:=: cr^ — Br^ , vale a dire un pro- 
biema indeterminato di 2° grado ammetta una so- 
luzione in numeri interi, ne deve ammettere in- 
finite. 

1310. Vediamo intanto come dalla soluzione 
dcir equazione rfcEzr cr* — ^t* si possa derivare la 

so- 
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soluzione dell' equazione i^4"^t^— ^^ • 

Dair equazioai (yp—y^r^ ±i , cff^Br?- e. (0) 
(». i28p. ) sì deduca, come si praticò incorDo 
air equazioni (e') , (d') , il valore di p , e di ^^ , i 
quali, avvertendo che in virtù delle formole (i?;) , 
E sta in luogo div^, E^ in luogo di t/f^ si avran- 
no colla semplice sostituzione fatta nelle formole (/'). 

Tali valori saranno pzz — j— , yj:=; J— , 

espressioni che debbon dare dei risultati interi e qua- 
lora interi sieno Cy e t. Ora conoscendo o*» '^^Pì^tt si 
può retrocedendo , (n.1288) risalire fino ai valori 
di f, ed «, e con ciò,supposra fr: ^c^"'^ successivamen- 
te positiva, e negativa, ottenere quante soluzio- 
ni si vogliano del problema proposto . Resta solo 
che sì determini x. 

ijii* A quest'effetto osservo che dall' equazio- 
ni <rp — (jT=;rfc:i, cTt' — (r'T=:!±:i s\ ha 

cr '•-^cr' 

<r(p-'rO~Ti:ar— 0-0=0, c perciò—- — 



P' 



•T 



dunaue 



flrrA(r^c' 9 e 7r=:AT4 T^ t ma cT^r — £T/)=:f ; dunque 
e=A(<r'.BT')+(r<r^— 5ìt'=a£-«.- dunque g=AE^^ 
ora €<\/b y e >v/^-.£ ,- dunque KEz^eojB e 

>^B.£ , eperciò \< Y' » ^ ^> E ~' ' 

limiti dai quali si avrà x • • 

13 12. Affinchè l'equazione generale .•..%... 

ax^^bxy'\-cy^ &c. +X=: o sia risolubile in nume- 
ri interi,, si è veduto, (n. 1254) che non basta 
assolutamente, che risciolgasi in numeri interi la 
derivata ^4-=: u^ — Bt^ , ma che si richiede , che 
abbiano luogo le due condizioni ivi divisate, cioè 

che 
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che i±:« — ^f sfa divisibile per 5 , e che rbf — d 
^'^bCdbu — f) sia divisibileder 2a , i seeni ambigui es- 
sendo a piacere. Qiialora i? sia negetivo » siccome fi 
numero delle soluzioni è limitato, non riesce so- 
verchiamente incomodo il riprovare quali dei nu- 
meri ottenuti per t, ed « soddisfacciano all'ad- 
dotta condizione ; ma se 5 sia positivo , siccome 
si hanno in questo caso infinite soluzioni, e perciò 
infiniti valori per t , ed « come si può deter- 
minare fra quest' infiniti valori , quali sieno quel, 
li , che verificano le condizioni prescritte ? E' que- 
sta una ricerca di somma importanza , in cui non 
si può riuscire senza delle formole particolari. 
Noi passiamo adinvestigarle col calcolo che segue. 

Premettonsi alcune riduzioni . 

131J. 1. Si è veduto (n. I2p2.) che si hanno 

generalmente le due equazioni • « 

0'(y»— ^tt';^ qzfi , ffT^ — To';=:!±!i ; dunque si avrà 
q::(,+ ^B)zz ((r+Tv/^)((r»— T V^) . 

II. Parimente à cagione di crV^— 5t't"±: dbt , e 
<rV' — (r*'T':r: ±1, sìavràdb(g'+\/^) 

z::(y^T^'\/BX(r'''—r'yB^^^'^'-{-y/B) 

(o-'"4-7'*''v/*> e cosi in seguito . 

III. Si faccia successivamente la moltiplicazio- 
ne di quest* equazioni , avvertendo che si ha 

(o-t^Ty^Xo-'+r'v/^.^^o-"— ^T'*:=r±2£' , e cKe in 

generale si ha ( cr^"^ —rr^^^B ) (cr ^°^ + t^":^^^) 

cro-n^V^^'^^t^^"^ e si avrà(f-f-v/^)(€'+{/5) 

- -tiEKcr+Tv/j^Xtr^'— T^' v/z?) ; (,+ fe«'-f v/^) 

generale (g+v/»Xg'+l/iiXg''+l/B>--Cg^"'+v/B) 
z:: dtiÉ'E'^E''' ((T\-ryJB)l ((y(u^^rrn\^B ) , ì segni 

ambigui dovendo essere i medesimi , che ncll' 

equa- 



• 88t 

equazione 'drE :s o** — Br*. Si ponga «rn »-{-» , ed 
£™_£.V+ni_. ., ^ darà 0-^»^=, e tCuIso; purché » sia 
Pari, ò impari, secondo che nell'equazione :±:E=(f* 
•— At* abbia luogo il segno supericwe , o l' inferiore 
IV. Con questo la formola esposta <liWcne della 

forma Cg-f vA)(g'+\/B ..... (g^*-^^+vA)=£'£-.... 

■E " \(j'-{-f\/B)dove k, sta in luogo di tiyi-j-m , e 
questa si riduce alla seguente (g-f-vA; (g'+l/B) 

(g^-'+v/iS) ((g-f-i/fXg' + v/^) 

( g^"'+v/j? ))"=£'£'' £■" X (£ £' £" £''' 

£f"')° ((y-j-Tj/B) , cosicché se facciasi per maggior 

,. . (g+i/^Xg'-f i/^) (g"*"'H-\/^) 

semplicità £,£..£„. ..... £m-=i 

, (g+l/BXg'+ v/B) -. (g" ~'+v/B) 
=n+V*» e Ì£'£'i....£ri 

=^-f rv/s . Si avrà (/^-f V^K^-hV^)''=a*+TvA; 
e Se inoltre si ponga iX-^T\/B)''=:2f-^z\/B,si avrà per 

' , (r+Yi/5)"+(^-rv/£)- 
il doppio segno di v/^ & = • 

2= -^ 

1314. Di qui poi SI deduce (H'+V^X^'+^vA) 
^tr-irT^B cioè I[2J^BSZ^{r{Z-{^S2;)\/£=:: C-l-ry/B^; 
e paragonando ie parti razionali e le irrazionali 
separatamente si ha c=:^2)-\-£SZ; t=/^Z-[-52^ , cspres* 
sioni generali dei numeri <r , r, sodisfacenti all' 
equazione db£=ro-^ — B^^ ^ 

Queste richiedono però che sappiansi determinare ^IT,* 

ed r, i^, ed ^ . Il metodo ^er riuscirvi è semplice. 

ijij. Si ha per le formole (c^) dd (n. i2p6.) 

£sAl£'— g» ; dunque g4-v/^-;\.'£'-{-.^/i'..g'; quin- 

di 



= C a cagione che 5— g'*= ... £'£")A'£'(g'+v/^ 

-f £'£" , e dividendo per E' ^ 

=E"+A'(g'+v/^). 

Parimente, a motivo che si ha g'=:;(''£'' — g", si 

avrà£"q=A'(3'+v'B)=U"A'+l]£"+A'(v/B— g''>; 
dunque moltiplicando per g''--|-^5,^mettendo£''£"" 

in luogo di B — g'" , e dividendo per £"' si avrà 
(g f v/^) (g' f v/^) (g"+\/*) 

Sostituiscasi dinuovo ;|^'''£i^' — g^" in vece di g^^ ; 
si moltiplichi per g"--f-y/^, e si divida per £"' , 
dopo aver messo £"'£'v per 5 — a"'^ , e si avrà 
(e f lAj (e'f\/^) (6"+V/^) (s''^+v/^) 

£ • £'' £'^' .•••..•#••••••• 

=a"A'+i) £'^4- U"'U"A'+i)+A') (g'"+\/^). 
e cosi in seguito. 

1316. E' facile adesso a concludersi, che se for- 
misi la serie /=i , l'=\^l , /'»=A'^/'-f / , /•"=;i«»7+/'. 
/'v^;^iv/ui.^/n g^c. ... (:r) si avrà in generale 

£' £'^ £'»• £^ 

Dunque, poiché si ha per le formole del nume- 
ro i^/^-f òVfc 

E . E\ E^'.. £"»-' • se SI 

fa neir ultima formola p=:w— •! si avrà ••• 

il4-V^=/™"'^"'+'™~"\«"'"'+y^ • Ma si ha per 
Ipocesi (n. 1302) £™ri ; di più si è veduto (n.i2p8) 

che 
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che le quantità E^ j E^^&c» debbon esser tali, che 
abbiasi E'»Jb—^, JE'>>\/JS— g' &c. e perciò aa- 
che E^^Ov^i^—*'"''^ 5 dunque g"^"''>^B— i; dun- 
que poiché g"^"' dev' essere un numero intero po- 
sitivo <\/B(n. I2p7.)si vede, che per «"*'* non 
può prendersi che il numero intero , che è im- 
mediatamente minore di \/b » Sia questo numero 
=^6; sarà ^"^'^=0 , ed (B,+SyjfB)=l^'' +/"'"'(/?+ v/^,- 
dunque l^r:^/"'~'-f r"' ; 5=P"' ; quindi si conos- 
ceranno facilmente le quantità i^ , S per mezzo 
delle formole(:r) . 

1317. Vi sono però due casi, che sembrano dover 
soffrire qualche eccezione; uno è quello di wro , 
e l'altro quello di W7=:i . In questi casi / avreb- 
be un esponente negativo , il che non ha luogo 
nelle formole (tt) , Consideriamoli distintamente . 

Caso L Se w=o , il che avviene quando £=i , 
si avrà nellejformole del (§i3i4.)«=:w^, e si tro» 
vera la sola equazione ( ( «-["V/^ ) ( s' + \/-^ )•••• 
C*"'+v/^0 ) « = ( £ ^' ^" ... £*"')«(cr+v/^, cioè .... 
(X-{'Zl/B)n=(f-{'T\jB . Questa essendo paragonata 

Coir equazione generale , 

(J^-{-C\/B){X^Z\/By=ir^r\/B , somministra ..... 
JÌ-^-SÌ/Bzzì, e per conseguerf2a l^-i , Sz:o . Quin- 
di si trova immediatamente 0*=^ , e TrZ. (§.13 J7.) 

Caso IL Se w=i , il che succede quando i5"=i, 

la formola generale ..,.,. 

(*+\/BXe' + \/B) . . . (g"^-' + y/^) 

E E^ E'^ ... E"'"^ =^+5'\/^ si ri. 

duce ad g+\/i?=/^+5\/5 , di dove si ha F^-B , S=:i , 
e siccome =g"^"'=/? , ^^fi ^ Ss:i .Facciamo intan- 
to p=^'J^ 



i,e si avrà per le formole del {§13 15. e 13 18.) 
(l^--Ej^^)li^'\é^'-4-y/B) 
X-frv/fi= — .Ma si ha per 



si deduce A's/ — —^ , r= £• 

iJi8. Ecco dunque trovate T espressioni di ^, 
ed r nei casi di w=o, ed nt-t . E' vero che es- 
se compariscono sotto forma frazionaria , ma non- 
dimeno »i può esser sicuri , che daranno sempre 
dei valori interi per X ed T , poiché altnmenti j 
natncri d, e « non sarebbero sempre «"ten, u 
che é contrario alla natura delle nostre formale . 
ijip. La seconda riflessione che si deve pre- 
mettere , si ajjira intorno al metodo , ch2 dee te- 
Bersi per- ottenere l'espressioni generali di o* » e di t , 
trovate che siensi , come si è fatto, le formole ge- 
nerali di 0* , e T . 

1J20. Sfa pertanto da determinarsi l'espressione 
generale di «r', e t' ne!rcq«azioDe=+=£''=T — ""^ ; 

A qaest' efE;tto basta riflettere , che siccome «t 
• è trovato di sopra q= 'g -f-v/B)=(a--hTv/B((r-TyK) 
si deve avere q= g-fv/B) ( a" ,+ tV ^^ = 
(<r+ri/B>Co- - V)=±£' «r+T\/B) .^^ 

Di qui adesso derivasi cr^-\'T^\/^=^T^"""" 
fy-±.-r\/B). E>unque se facciasi ~.* ••— 

" £'k £n E^'^'^^ -'vi V 

$1 ritrowrà , come^'iopra, ( il'-f ^ V^ > ^ ^^~^V^l 
str'+T'v/B , di dove si ha finalmente r-^ 
ILbs'2, c x^^K^'\'^^> ^ queste sona Tespres- 
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sioni generali che si cercavano"; Faremo vedere in 
appresso che queste possono servire alla determi, 
nazione di (T, e T nell'equazione a=D=(r*— J?t* 
dcl(». ia88) ►+, « ^ 

Intorno ai numeri X, r è necessario finalmente 
dimostrare il scguente,di cui dobbiamo far uso in ap- 
presso 

1322. Teor. I numeri X , r debbon esser tali , che 

abbiasi generalmente V equazione X* BY^=r±:i . 

Dimostrazione. Si moltiplichi una per l'altra 
àaììi due equazioni comprese nella forma Jtd=ri/if 

(sdry/^Xe =fciA) (g i'-'^y/B) 

x'-^'= £^£'a E-TZT^^^ • ^'■ 

per le forraole (;|^ si ha t^—Bn—EE' , g'^— .ff 
= —•£'£" &c. ; dunque y'— .^r" 

= f»"!^* .... £,f*-V ^=±^==t:i ( perchè 
si suppone che £** sìa il primo termine delle serie, 
da cui prende origine il secondo periodo ) il segno 
supcriore dovendo aver luogo per il caso di ^pa- 
ri , e 1' inferiore per il caso di ^ impari . 

Premesso tutto questo venghiaino al nostro og- 
getto . 

1 323. Poiché ammettendo /^un fattore qualun- 
que f>, si ha nel l' equazione /^+fif^ :=»% «=P/>, e 
*-f<lipt eq essendo numeri opportuni a farsi, che 
^py^i'q sieno respettivamente uguali a», ed». 
Ued. ». 1282.) e della forma /»=rt'£»~f.5i'2, ^=.i'Z 
■j-b'2;; dove 4' b' son numeri interi dati (». 1314.) 
1 equazione J-^Bt* ;=»» può mettersi sotto la for-" 

T ma 



mx '-^'P'-^M* e le .«ondiiionf da osservarsi sono 
che f-i^PP sia divisibile per fi » e ^ 

(htiPp) — Bld-±ipq) 

b ~— — -^ sia divisibile per ta . Siccome poi 

si ha & = T" * ' ^ 

(x+rx/Bf--iX-Y^Br \ ; 

^ ■ ^— ; ed in, questi valori, che 

entrano nell'espressione di /) , e ^ non v.ha che 
la lettera « , che sia indeterminata . conviene in- 
vestigare, qual valore si debba dare ad », affla- 
che le due suddette condizioni possano ver.ecars. . 
UH. A quest' effetto , supponghiamo sulle pri- 
me che » deb.« esser generalmente impari. Si 
^yrà » =i»'+i essendo »' un numero intero qua- 

Pongasi 2»' = 2 

( y.4-rtAj»'--( ar->rv/g)"' 
e parimente 2' s ' ^ fg 

e siccome si è trovato £>= ^ 

avverterdc. che si ha (:^+r,/B)"+(A--rv/*)^ 

conclderà facilmente.che deve aversi 2>:^Ac> -^YBZ , 
«. z-;PZ'--r&' , e perciò *=(<»' Jf+Z ^^/ 
y^Bia^rJx)t , e /= (a'xi.i.r)Z'+r«-r^')»'. 
espressioni che sono della medcrsima ^«'•'"a '<;»<= 
le precedenti , ma tali però , che m esse 1 espo- 
nente di X±ir\/B è necessariamente pan . 

1324. Effettuata questa riduzione, "«ce facile 
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adesso cffctOxarne un'altra , ed è d? ridurre il caso , 
in cui l'esponente» sia pari, al caso in cui esser 
possa un numero qualunque pari , ò impari. 

Di fatto , poiché si' h^{XdbY\/By=:X^^BY^ 
^±:2XY\/£ , se facciasi X':i:X^]-Br^ , e V=:2XY , si 
ottiene CX=irrv/£0'"'%^:±:r'v/i^y' ; dunque non 
si ha che da sostituire X\ edr' ad J^ , e T nella 
formola ( X±:\/Br )^"' perchè essa si trasformi in 
un'altra, in cui l'esponente n possa esser pari, ò 
impari, 

ijij. Possono dunque le quantità/?, e^ rice- 
vere generalmente la forma pzza}^-^El^'Z , qz^a^Z 
-^b^V ^ V , tZ essendo, espresse come sopra , n es^ 
sendo un numero qualunque intero positivo , ed JT, 
ch'essendo tali che abbiasi A"^ — Br^=:t±:i. 

132(J. Passiamo adesso ad esaminare in tutta la 
possibile generalità, qual debba essere l'esponente », 
perchè un numero qualunque della forma ^:r\-^p 
Ji^Sq sia divisibile per un numero qualunque intero 
K , (iLi Ay ^ 9 essendo numeri dati qualunque non 
divisìbili per K) . 

Per questo convien dimostrare il Teorema che 
segue • 

1327. TeoY. Essendo r un numero primo qua- 
lunque 5 ed ^, r numeri interi tali , che sia X^ 
j—jBr*=i , dico I.° Che se ^ sia divisibile per r, 
(XdzYv/iS)'''— I Io sarà parimente : 2.° Che se 5 
non sia divisibile per r , nel qual caso J5^"' — -i lo 
sarà necessariamente per il Teorema di Fermat , ( ve- 
d. le di lui Opere Matematiche pag. itfj , e n^l 
T. 6. de TSIjiOvi Comm. dì Tietrob. di M.Enler ) di- 

stinguo due casi , uno quando B +1 sia di- 

T 2 ^ vi- 



' r— I 

visibile per r , e T altro quando lo sia B -7-— i ; 

poiché r essendo primo , 5'--i non può esser di- 
visibile per r , à meno che uno dei suoi fattori 

jj. — -_i_i,ij' • — I non Io sia* Nel primo 

caso dico , che ( **rv/« )'**—/ saA divisibile 
per r, e nel seconda che {K±:r\/Bf^-^i lo sarà 
parimente • Per vederlo si formi la potenza 
iXdzA/Byt ed a motivo di r impari si avrà 
(r-i) r(r_i)(r-2) 

Ora essendo r un numero primo , è facile 

a provarsi che i coefficienti » r , ^ > 

r(» — i)(r — 2) 

' &c. sono divisibili per r ( ved, 

i7 r. /. de T^tiovi Comm. di Tìetrob, />. a».) . Dunque 

r— I 

(X*±:ry/Bf — x'=pr*a -pv ^ *^^^' **'*'^ *''^**'" 

bile per r, qualunque sieno Jf, /",£._ Ma dal 
Teorema di Fermai sopra citato , si ha JC*~*— i di- 
visibile per r , quando X non lo è . Dunque X'^X 
è sempre divisibile perr, qualunque sia ^ , come 

r— I 
pure 7^— r: perciò^r*— r*/»-7~ 1/5 dev'esser- 
lo ancora , ed aj^giungendo , ò togliendo questa 
fiinzionc dalla precedente ne segue che {X:±:T\Jiif 



~2f:::p;rJ?5 * \A debba esser divisibile per y . 

Dunque se B sia divisibile per r , ( Xr±iTyjB)^^^x 
de v' esserlo parimente; come pure il prodotto di 
questa funzione per quest*altra(jft±rr^£/-j-;r ^ 
c\oh (XdoTy/Bf^^X^ . Ma A*-^i?r*=i per ipote- 
si; dunqueJ:*—! sarà divisibile pery ; ed aggiun- 
ta la funzione A* — i alla precedente , la somma 
(Xrfcrv/S)*'^— I dovrà essere ancor essa divisibile 
per y* 
IJ28* Suppofighiamo adesso che £ non sfa divi** 



r— I 



sibile per r , e che fi— 7-* -fi lo sìa • Si vede 

che dovrà esser tale anche Tb "^vA+'^'vA * 

Aggiungasi , ò tolgasi questa funzione da 

r-— .1 
(jptrv/^/ — ^^f^T^-^v/^ 5 ed il risultato 

<Xi±:rv/g^«— .ari±:7i sarà cgua/mente divisibile 
per r . Dunque moltiplicando per XdciT^B \\ pro- 
dotto (Xi±:r{/6ì'+'~(A'*^l?r^) sarà divisibile an- 
ch' esso per r; ma:!f'--Z?r*i:i ; dunque la funzio- 
ne (Xdi^r^Bf'^^'-^i sarà pure di visibile per r • 

Se B ~p'+' oo^^ sìa divisìbile per f , 5~—- — ^i 

lo sark qualora fi non lo sia « Per conseguenza 

r—t 
7^~^\Jb.^T\Jb lo sarà parimente; quindi fatta. 

la somma » ò la sottrazione di questa funzione da 

r— ' 
(X±rv/5)^^.A'q:^rfi— 1/^, il risultato {l±T\}Bf 



'PO . 

— X— T\^/l^ sari divisibile per r ; dunque molti- 
plicando per >-z^7\Ib il prodotto {Xz^T^uf'' 
^p^Sr'y-X^TyJB^ {Xzr^r^B)^^^! sarà neces- 
sariamente divisibile perr 

1325?. Affine di proseguire il raziocinio con mag- 
gior scmpliciti supponghiàmoso r esponente di 
XdtzTy/B , cosicché sh{Xdt2r^B)X divisibile per r, 
E' chiaro che se B sia divisibile ptrr j p dev' essere 
-ir ; e se ^ non sia per r divisibile , mentre lo sfa 

r — I 
B — ^,+1, p dev'essere =: r-f-i • Si vede ancora 



r-i 



facilmente che essendo B — i divisibile perr, 

2 * 

dev' aversi yD:=r— i 5 e che final mente essendo r=2 
dev'essere /)=:r . Ciò posto , sia in generale ai^ 
—1 divisibile perr; dico che a^^f— i lo sarà per 
r* ; che a^^t — i lo sarà per r^ 8cc. Di fatto , es- 
sendo tf P — I divisibile per r, a^^ — 1 [dev'esser divi- 
sibile anch' essa per r , essendo m un numero intero 
positivo; Dunque tutte le funzioni seguenti ^P—i , 
c^?^af^z , flV_a^P— jf _3 &c. debbon' esser 
tutte divisibili per r; Dunque anche aV-f-^/^''"'^ 
'^af^'^'^f &c. -f tff — r, e per conseguenza a^{a^^^^^P 
-^/ir^^'^^P&c) 4"^) • Siccome poi ^f non può esser 
divisibile perr, perchè tf?— 1 lo è, ne segue che 
4Cr-i^P^^'r""2)P &c. -j-J debba esserlo necessaria* 
mente ; e moltiplicando questa funzione per a^ — i 
il prodotto a'P — i , deve risultar divisibile per r^ . 
Si proverà nel modo stesso chea*"**' — 1 debba es- 
ser divisibile per r^ , e cosi in seguir^ • 

Da questo si raccoglie adesso che {^x^^[/^)p — I 
essendo divisibile perr, (Xdr:T\/Byt — 1 dev' es- 
serlo perr^j che (Xdtz^^^^y^ c^^i dev' esserlo per 
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, spi 

r^ &c. , ed in generale (Xr^ry^AB)'"*""'/)— i per y™, 

ijjo. Torniamo adesso à considerar la funzione 
S.+^/'+*^?» laqaale dev' esser (§. 1328) divisibile 
per K. 

Si vede prima di tutto , che qualunque sia K , 
può egli mettersi sotto la forma r™.rl^^^r'''"" &c. 
(r, /)' &c. essendo numeri primi). Si>ede inoltre ,che 
per esser la funzione ^-f~^/'+*^'7 ^^^^isibiie perjK, 
conviene cheelia la sia per ciascun fattore r^'jr^'^'cc. 

Viceversa essendo la medes/ma divisibile per cia- 
scuno di tali fattori, dovrà esserlo per il loro pro- 
dotto . La questione si riduce pertanto a cercare le 
condizioni che si richiedono, perchè la funzione 
^-^^(p'j^Sq sia divisibile per tanti numeri primi , 
quanti si vogliono . 

133 1. Per procedere a questa ricerca, si fac- 
cia la sostituzione dei valori di/», e ^, e di S^ , e 
Z ( n. 1324.) onde la funzione proposta divenga del- 
la forma ^+n-^+^v/^)°4-0(y— r^/^)" . (^lin- 
di suppongasi che siavi \in valore di n tale , che 
questa funzione sia divisibile per r™ . Io dico, che 
se «sia >^"^"'./5, posto il residuo della divisio- 
ne di n per n^"^ .^ , = 5S{ , la medesima funzione 
sarà divisibile ancora per y™ , preso ^ in vece di 
». Per vederlo sia w=:^r"*"^/)-[-A^J (^ essendo il 
quoziente della divisione di n per r"*'*'.^ } . Aven* 
dosi (Xdb-^V^/™"^/^ — I divisibile pes r™ (w.i 3 29V, 
(X'±:XyjB)^^"^'^.p — I lo sarà parimente . Dunque 
moltiplicando per {Xr±:T\/B)^ , il prodotto 
(;j^dbr^^)°— (X±r\/i^)iV sarà pure divisibile per 
r'« ; dunque TiX-f-rx/Bf—ViXJ^ryjB )N , e 
0(>V— 7"^^)" — 0(X — Ty/B)N saranno ambeducdivf- 
sibili per r™ , e sottraendo queste funzioni d^ida 
proposta ^^'P{X-^^^'Bf-{-0{X'^r^'B)\ il residuo 



^4.y(X4-rv/5;^-fO(X— V^)^ dev'essere an* 
ch'esso divisibi7e per r™ • 

%3SZ* Da tutto questo si deduce adesso , che 
qualora la funzione dz^-^p-^^^ sia divisibile per r™, 
dando air esponente n un determinato valore qua- 
lunque la medesima funzione debba esser divisibile 
per r"*,a ncorchè si prenda » < r^"'/) . Quindi per 
riconoscere se la quantità, di cui si tratta, possa ri* 
sultar divisibile per r^ , non si ha che da porre suc- 
cessivamente » =: 0= I n: 2= 3 ec sr^'^p ; e se ve'- 
ru no di questi valori non renda possibi le la suddet- 
ta divisione , ella non potrai divenir possibile per 
qualunque valore di » , perciò la funzione di cui 
si. tratta, non potrà esser divisibile per r"*. 

1333. Ma supponghìamo che si trovi uno , òpiù 
valori di n < r^'^.p , che rendano la funzione pro- 
posta divisibile per/)"™. In questo caso , detto A^ uno 
di questi valori, tutti gli altri valori di», dotati 
della medesima proprietà , saranno compresi nella 
forma »=^P"^"'./)4-2S( (dove ^ sia un numero inte- 
ro positivo ) . Dunque affinchè la quantità ^jfi^p 
r\-Sq possa dividersi per iC, fa d'uopo che ella 
« a divisibile per p™ , pigliando n<p^'^p; che sia di- 
visibile per/)'™*, pigliando n</)"^''"'.p ,e cosi in 
seguito» Se una di tali condizioni si trovi impossi- 
bile , la funzione proposta non potrà dividersi per 
X, qualunque sia il valore dell' esponente »• 

^334. Suppongasi per tanto che abbiano luogo 
tutte le divisate condizioni , e dicasi 3^ il valore, ò 
i valori , di n <r'"^'"'./) , che rendono la funzione 
^-f-i^/?-^5^ divisibile per r™; dicans!2S(' i valori di 
» , che rendono la medesima funzione divisibile per 
y"" ' ( essendo 2SJ' O;"™'"'/), e cosi in seguito . Presi 
dei numeri qualunque interi ft j (^^ > H^' ^<^« ^i ^^^^ 

in 



'in generale irrfir™"' • /) + 2sf ; n^^ii^r'"^^^' P^+^' f 
^ir^^i>»'m«i_i , pP-j^^n &c., di sorta che per trovà:- 
re i valori delP esponente n , che possano rendere 
la funzione proposta divisibile per K , non si tratta 
che di determinare i valori di ^, ^» i^'» , onde ab- 
biasi ^^r™"'./)-f 2S(^ ju^r^""'^' . p'-^JVj^^r^-^'.p -^H 
^^Hylim-»-! ^ p'^^j^^' &0 il che si ottiene coi prìn- 
cipi dell'Analisi Algebrica indeterminata di primo 
grado . 

1335. In generale si vede 5 che tutta la questio- 
ne si riduce a trovare un numero n tale y che es* 
scndo diviso per f*""'./) lasci un resìduo 5S(; ed 
essendo il residuo 3^ diviso per r^^^'^.p' lasci uh 
residuo iV' &c* 

Ecco un metodo semplicissimo per ottener la 
soluzione di questo problema « 

1335. Sieno i divisori M, M^ M^^ &c. onde 
sia M =: T^"^ p;M'^ r'"''"' . p' ec. e i residui TSf , 
^^2y('' ec. come sopra . Si cerchi il minimo multiplo 
(i\ M ^ M^^ &c* cioè di tutti i divisori meno Af^ j e 
siaO; dipoi si cerchi il multiplo piii piccolo diM, 
M^ 9 M^ ^' &c. e sia 0' , e così &c. In fine si cerchi- 
no dei numeri /m^ p ^ /x ^ p^ &c ( «.1245 ) tali che 
sìa fiO— ifA^^^3S('— 2\(,- ^'7>.y'M^- A^'— 5Sf^'*0«' 
— /5'^M"'=^" — !I\{ &c- essendo il numero di quesf 
equazioni eguale a quello dei divisori meno uno • 
Facciasi ^+mO+m'^'+/U"0'' &c. - i , 
e si avrà in generale n zzfii^-]-L , ^ essendo un nu- 
mero intero qualunque • La dimostrazione si vede 
facilmente . Se i numeri , ed M' sieno primi fra 
loro , è sempre possibile riscioglier T equazione 
^0— vM' ;=; 3S(' — 1^ in una infinità di maniere, per 
1 metodi esposti al (w» 124^.) ; ma per il nostr* 
oggetto è sufficiente un sol valore di ^ per sostituir- 
le 
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lo ini . Qualora poi non sieno 0, edM' primi fra 

loro, affinchè l'equazione ytO — vM^zzT^^ — 7SJ sia^ 
solubile in interi , fa d'uopo che 7^^ — ^A^sia divisibi- 
le per il massimo divisor comune di O, ed Af* 
(«. cit.) 5 e se questa condizione non abbia luogo , è 
impossibile trovar un numero n che abbia le pro- 
prietà richieste , e perciò la funzione ^j-^,p^^q 
nou potrà esser divisibile per K . Lo stesso vale per 
tutte le altre equazioni ft^O— y'Af^t 7\('* — ì^ &c. 
a cui bisogna soddisfare . 

1357. Per potersi dunque assicurare, che la quan- 
tità ^j-/^/>-[- 5^ sia divisibile per IC , e per trovare 
nel tempo stesso i valori di«, che posson renderla 
tale, basta esaminar successivamente tutti i valpei 
di detta quantità, corrispondenti alle ipotesi »— <> 
=:: 1 :=r2 &c. fino a! piii gran numero r^'^.p 9 
y.ira/-i p» g^^^ d'onde si vede che il tentativo dcv* 
esser sempre limitato , 

1338. Sia un'altra funzione ^-{-R'p-j'S^q che 
debba esser divisibile per A'' . Si proverà, come so- 
pra, che se vi è un numero «, che possa renderla 
tale , egli dev'esser della forma ìj=:(!"P'-^V , T\ U 
essendo numeri cogniti, e ^' un numero intero qua- 
lunque . Dunque se ^^P\p-\-S(f debba esser divi- 
sibile per K, e ^^J^B^p-^S^q divisibile per A!' , » 
dovrà essere =: ye2->'-f-/. , t zz. ^^T -ìrL . Resta dun- 
que da sciogliersi l'equazione J5p~f £;=;;eip -j-l' 
(«. cit.) ,esi troverà n rrwn-j- A fi essendo i^ più 
piccolo multiplo à'xF yQp\ /\ essendj un numero 
dato , e -T un numero intero qualunque . 

1339. Si concluda pertanto, che siccome le in- 
cognite :r , jy di un'equazione di secondo grado, 
jì riducono sempre quando «, e f son numeri in- 



teri 



8p$ 

teri, aire forme x-' — ,jrr: ^^ 

(«•1324.) ( r esponente n della funzione.. . 
jtdbYy/^ , che ha parte neirespressioni ài pj e j, 
potendo esser qualunque intero positivo) persa- 
pere se X , !ed^ possono essere interi , non si ri- 
chiede che osservare coi metodi esposti, se i. iiu^ 
meratori delle frazioni che rappresentano le suddet- 
te incognite , possano esser divisibili per i denomi* 
natori X , K^ . Si vede poi che mediante gli stessi me- 
todi si otterranno ancora tutti t valori posibili di », 
atti a rendere :r , ed j^ interi ; valori, il di cui nume- 
ro si è veduto, che dev'esser infinito, onde qualsi- 
voglia equazione di secondo grado a due incognite, 
deve ammettere un numero di soluzioni , ò nullo , 
ò fnfinito » 

Applichiamo finalmente la Teoria alla pratica , 
e sìa 

1340. Trobl. I. Trovare tutte le soluzioni in nu 
meri interi dell' equazione trattata al («. I23i.)i09 

Soluzione . Poiché icp è un numero primo , non si 
può fare che )^rr «, fe ^ ; dunque /^r: lop ,e fc: 7 , 
onde si ha da scrogliere quésta sola equazione 109 
zz p^ — 79* . A quest' effetto io considero , che es- 
sendosi trovato nel citato esempio, d^z 15; ed i^'sa, 
si ha lop. 2:1: 15* — 7;fle=i5, 2. — 3-1-^7 ; «t^- 
~7^»+^ri ; ^''=—3, e di Vi P-P^'+7p\y^ 
j=^'^-|-7^'. Dunque poiché oe^<\/^ , t^A^^y/By 
si farà (w.i 288) «'=e=i , ^»==±r£=:2; /^»^=:q::;Ds^3 ; 
quindi £=2 , Z>= — j coi segni superiori ; e per 
conseguenza p^=r , q=is , p"=/> ^'W ; perciò si ha 
da scioglier Tequazionc 2=r* '—7^^ • Ora avendosi 



£=2 , Bs^ , ed e=i , SI ha ( ». ijii ) 

v/7+1 1/7+1 

Quindi, poiché la radice prossima di 7è », 
Xsi , e di qui e=E — f=.t . Trovato g si formino 
per mezzo delle serie (;jj) CaK^del ( ». iap5.) 
le serie seguenti » nelle quali il segno < indica , 
che bisogna prendere il numero intero immediata* 
mente minore . 

7—1 7—4 ,„ 7—4 

£s2 , £' = -7-= ? , ^" r —=1, £"• =-7- 

7—1 7—1 

=j,£'v-— - 2 , £v - -7-= 3 . 

\/7+i 1/74-» ,„ \/7+* 

A'< —-=1 » A"<-— =4 . A'^C-J- 

\/7+' \/7+» 

si,A'>'< 7— = 1 , Av'< — J —ri . 

jsi , g'si.j— 1=2 , é''=4.i— 2=2 , g"'=i.3— -a 

Dunque poiché si ha E^^'sE , £"^=1 , si fàccia 
(» .1308. )£'"='£'*» cioè /*=4» <^ siceome £■"=!♦ 
si foccla £"'=£'" , , cidft i»=a ; < di dove 5 perché si 
SODO preti i segni superiori ^ ed la è pari , si può 
concludere: che T equazione proposta è solubile • 

Ved.i («.IJOPO , 

Si cerchino pertanto i valori di i, /' ♦ / ' &c- 
P* , come nelle formole (jr)del (». i3i(J) e si avrà. 

/=! , /'s/^l , /"=4, /'+/=5 . /"'=/"+/'=^, i'^ 
-iii'_|-/"'=u .Di qui per le formoU del («.ijitf.e 
1317.) si troverà, per esser ^=2 numero intero <\/^t 
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Ti — =: 3 ) dunque ( ». 13*4.) -«••••••••••..•••.•«••• 

(8+3.1/3)" + (8-3 v/7f 

»-: 1^1 

(8+?v/7)"~(8— 3v/7)" 
2s z. 

dove n può essere un numero intero qualunque 
positivo , tale che «ft+w sia pari , cioè che 
4»-f-a sia pari ; d' onde si vede che n può esser 
un numero intero positivo qualunque • Dunque 
X». cit.) cr^3&+7Z, T^^Z-Y^J ; e proseguendo il cai- 
colo , come si sa, otticnsi finalmente ^=:i92'-["4^^» 
^=ipZ-|-(5£;, che sono le formole ,J nelle quali 
vengono comprese tutte le soluzioni in numefiLin- 
teri y del problema proposto • 

SE ZI O N E IH. 

DtUa, soluzione deW equazioni indeterminate f 
superiori al secondo grado • 

1341. Risciolti in tutta la generalità i problemi 
di secondo grado , convien passare alta soluzione 
dell'equazioni superiori . Siccome perà non si han- 
no per queste dei Metodi generali 9 dovremo limi- 
tarci ad esporre i metodi per la sobzione di alcune 
specie soltanto di equazioni , e sono T equazioni Li* 
neari , e Tequazioni dnogenee • 

I342# Sia un'equazione lineare generalmente e«^ 
a-^'^X'j-cx^-j-dx^ Scc. 

•pressa per y =7;^;:p;rq:^r&- • 

Per 
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Per determinare i valori di at, che sodisfacciano 

a qucst' equazione , si ponga f-^-gx-^hx^^ix^ &c. 

;r: ^9 onde si abbiano le due equazioni 

a-^bx-^CM^-^-dx^ &c. = ^y , /-{-gx-f^hx^-^ix^ &c. 
:r:v^ . Da questo si elimini la^ e si avrìt un* equa- 
zione finale della forma C-^xAB zzo , nella quale C 
è funzione dei coefficienti dati , B è una funzione ra- 
zionale intera dei medesimi coefficienti à\y , e di 
^ ; ed ^ è una quantità indeterminata • 

%^ chiaro che affine che ella sussista dev' esser C 
divisibile per^/f , e perciò i valori indeterminati di 
^ debbono essere i divisori di C . Trovato cosi u^, 

non si avrà , che da scioglier V equazione 

^ — f—gx — hx^ — ìx^ &c. = o . Le radici razionali 
di questa sodisfaranno alia proposta , e nel tempo 
stesso daranno i valori corrispondenti di j^, conche 
sadl sciolto il problema. 

Esempio . Si debba sciogliere il problema inde- 
terminato , che conduce aU' equazione finale ••••» 
a-^bx-^-cx^ 

Si avranno per il detto di sopra , l'equazioni 
x'^^gX'\'hx^z:^ 14 j a-\'bX'\'CX^ — Ay . Per ottenere 
1^ equazione eliminata immediatamente, sostituiscan- 
si nella forinola del ( w. 1034, ) i valori di^, è, c^ 
«' > ^' 5 e' , avvertendo che nel caso attuale si ha 
r=:<i— 't^y , tc^zzf—^^ e si avrà senza pia {ha 
*^hu4y — c^-^cfy — {hb^cg)(ga^^gu4y^ba'{-bf)zz o 

che si riduce alla forma seguente • •..•».. .9— 

(a^h^—alj^h^ab'h—b'fh^acg^^abcg^bcfgi-c^f^ 
J^tacfh )4-( 2ah^-^b^^-\-zck^^2chf—cg^ ) /^jy-f- 
(c*^ — 2c^f — lach) c-fz: o , equazione chciia le qua- 
lità divisate nel T equazione C-j-w^^z: o . Si pren- 
da 



da per o€ un divisore dei primo termine , e si prò. 
ceda come sopra. 

I34J Scoi. Se neir equazione y^ f,^gX'j-hx^ » 
fosse <y = o , càbzzoy^ì vede che vi si potrebbe so- 
disfare con tutta facilità . Supposto che xzz A sia una 
soluzione , per aver tutte le altre basterebbe sodisfare 
all'equazione èc z;^ Adzmf 9 m essendo un numero 
intero qualunque . 

1244. Venendo all' equazioni omogenee , sia 

l'equazione generale af-^rh^^^^^^'P'^''^^'' 

J^dy^'^^x^ &c.rn ^ numero intero . Si ponga a? = ny% 
onde si abbiala trasformata (^z-4-è«--(-f«^-|-rf»^ ec.) 
y^ir ^ . Si divida romogeneo A in due fattori B , 
C, e l'equazione addotta^ si metta sotto la forma 
(^+Z;«-f rw'-f t/«^ &c.) 
■ •-- 'jy™:=: C . Fatto questo si dia 

ad » un valore qualunque , purché sfa opportuno a 
rendere aA^bn^-cn^ \-^rì} &c. divisibile per B per- 
chè non si può supporre indifferentemente jy divisi- 
bile per B. Trovato questo valore di», dicasi 

— •— &c. =:: £• , e si avrajf r: \/"^ , e con 

•ciò i- valori di x dell' equazione a: r: wj^ . 

2345. Trovato un valor di ^r, se ne possono tro»- 
vare infiniti , perchè supposto z:: K il valore di n 
che lo ha somministrato , si avrà in generale •...,•. 
y rr K.'±:m B , e quindi x zz n(K±nìi^) . 

I34(J. Conviene però qui avvertire due cose , 
e sono I.° Che se le soluzioni si vogliano in interi , 

C 
deve aversi sempre ~::^£ numero intero, ondeC 

deve 



dev'essere un multiplo del denominatore D; 2.^ 
che volendosi le soluzioni ragionali » bisogna che 

C 
òsrz si possa estrarre la radice ».*""* 

1347. Queste condizioni riescono soverchiamen- 
te incomode , e purché Inequazione proposta non 
sia iBoito semplice , e di un grado poco elevato , 
rendono il metodo esposto eccessivamente opero- 
so» e difficile . Noi perciò passiamo ad un altro 
Metodo , affinchè neir occasione si possa fare scelta 
di quello che pili si reputi opportuno • 

P O R I S M A I. 

1548. Data un' equazione ..^r r: Bt"+a°"'» 
+Dr""'«' &c. +ii:«° . . . (P) , nella quale ^, B &c. 
K sieno numeri qualunque interi dati » e r ed» due 
indeterminate , che possano essere espresse per dei 
numeri interi , e delle quali una sia prima ad.^; 
si debba ridurre ad un 'altra equazione della me- 
desima specie, nella quale sia l'omogeneo di com- 
paf azione =: i. 

Soluzione. Essendo r, ««ed uf numeri interi, 
cd«e.>^primi , si possono trovar sempre due nu- 
meri x^y tali che sia tzz ux—^y ( n. 1245.)- Sf so- 
stituisca questo valore di t in (P) , e si avrà la tra- 
sformata che segue •..•.•••• • 
•^=«ii"^^^««-'j^-f7/^V^jf'. — &c. dd^AY , 
posto «=5:r"-fCx''"'4-/)A?""' &c. + X; 

/^=«i>»;t''^^*4-(»_i)C;r"""'+(i;-2)Z?^°-^ &c. 
«(^'— I) (» — i) (n — i) 

y^ i»jt"""*4. C^""^ ec. 

Si divida la trasformata esposta per %/< , ts\ a- 

vrà 
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vrà 1= ""3^-— ^«""'^jy-f^^>'«'^"';^=^ &c. diif^'^^y ; 

Da questa si vede ; che — ~ dev' esser un nu- 

mero intero; ma » ed ^ sono numeri primi , e 
perciò' anche /<" ed ^^4 ; dunque x deve esser di- 
ce 
Visibile per ^ . Pongasi per tanto "=?,— iSr^, 

y^=ky^fA^=:S &c. d= I ^"•'- r e si avrà l'equa- 
zione richiesta i=:P/^° X ^4«""'y -L. /^«"•^v* &c. 

+^/ .... C^) -" ^ ' 

I34P- E' da osservarsi qui, che ;rnon è altro, 
che il secondo membro dell'equazione (2^), dove 
sia fatto tz:Xy u=i, potendo x , per il detto di sdpra , 

esser preso < ~ . Di qui ne deriva che Tequa- 

zìoii€ (7>) non può su5sf«terè nell' ipotesi del pro- 
blema , senza che , posto «n , si possa trovare 

un valore intero di f, positivo ò negativo^ — , 

cherend^Ml secondo membro della medesima di- 
visibile per ir primo ^ . Per decidere per tanto 
della possibilità dell'equazione (P), converrà ten- 

tare per t tutti i valori interi < — , e se non se 

ne trovi alcuno , che sodisfaccia alla condizione di- 
visata, dovrà concludersi , che nell' equazione (P) , 
^ , ed « non possono essere interi , primi fra loro , 
ed air omogeneo A . Hel caso , che se ne trovt 
qualcheduno, si concluderà il contrario • - 

V PO-. 
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P O R I S M A IL 

I } jo. Data on' cquaziooe Pn^+S»"*'^ 
+/l«°'«l* Scc^rt^^z i... (j;),nella quale P,^ &c* 
y sieau oacneri inceri dati, si vogliono tucci i va- 
lori inceri di tf t e f 9 che possono soddisfarci • 

Soluzione. Prima di procedere alla soluzione» os« 
servo che V equazione proposta non può sussistere 
oeli* ipotesi di ^ , ed n inceri 3 qualora P , ^Scc V 
abbiano un comun divisore > e di qui deduco » che 
m , e r debbono esser primi fra loro » altrimenti il 
primo membro sarebbe divisibile per la potenza 

fi. •""* di tal comun divisore e perciò non potrebb* 
esser eguale alP unita . 

Ciò premesso, sienoa , edy due numeri interi, 
e primi, che soddisfacciano all'equazione (/^ • Dì- 

vidasi quest'equazione perjr' » e pongasi^ s~ 

I 

» sì avrà/';r'-f.^«°*'-f/^x°-' &c. ^V^ -pj-C^- 

Dunque se si consideri Inequazione a due variabili 
y-^"+^°"'-f i^*°'' &c. -f- ^:=5 . . (T) , che appar. 
tiene ad una curva parabolica» della quale sia ^ 
l'ascissa , e z f ordinata , converrà che posto 
U I n 

Ar=:"T sia % =: "^^ > cioè che all' ascissa" cor« 

t 

risponda T ordinata"^. Ora se quest'ordinata non 

è un minimo, è chiaro che la curva , ò da una 
parte, ò dalP altra dovrà andare approssimandosi 

air asse I ò sia al minimo. 

Sia 
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Sia dunque 4 rascusa,che corrisponde al mini- 

mo. Tutte le ordinate, che apparterranno a dell e 

u 
ascisse comprese fra ^ , edii dovrann' essere mi* 

1 X 

nori di "j^, e del medesimo segno di "Ti , cioè del 

medesimo segno che hanno i valori » che si ^com- 

I 
prendono fra o ed "^ ; onde , allorché z avrà un 

valore >"p;, ò di segno differente , cioè un va- 

I 
lore 1 che non cada fra o ed '^f x non potrà ca- 
li 
derefra" ti a. Ora, siccome l'ascissa x :=5 tf dee 

corrispondere a z=:q , ovvero a z=z ad un minimo , 
sì vede che a non può essere che una radice dell* 
equazione z:=:o , o sia di Pjr°4-^y^*-f- &c. 

d.z 
-j-.f'^o , ò dell'equazione — ;; — ^^o, vale adi- 

re di »Tx***» , («—1 ) ^:r°'' &c. +T=o , che- 
sono Tequazioni delle quali si potranno avere tut- 
ti i valori di 4 . 

Si potranno dunque trovare col metodo delle fra^ 
zioni continue due serie di frazioni , le quali con- 
fi 
vergano verso é ; •Tsark una di queste • Prov6 pri- 

u 

ma di tutto 9 chcr deve avere il segno ^itesso di 

Va a^ 
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a. Essendo per ipotesi 4 positi va > se •^sUnegati- 

o u 

va, "sarà pii vicino ad ache~; dunque, poi- 

1 o 

che '^ cade Ira "^n ed tf, se in (t) facciasi -^ — ^ > 
bisogna che il valore corrispondente di z cada fra 

■^ e o ; ma posto ^ r: o , lia «=: f'; dunque essen- 
do V numero intero ( ipot. ) è impossibile che possa 

I 
cadere fra o e pi ; dunque &c. 

u 

Dimostro adesso che "J" dev' essere una frazio- 
ne di una delle due serie divisate • 

u u^ 

Siccome "7 può esser < ,e ><i, supponghiamo '^ 

u 

< 4 , e dico che "7 J^v' essere una frazione della 
* 

serie composta dalle frazioni <»4 . 

Osservo a quest' oggetto , che siccome la serie 
divisata va ali infim'to, e i denominatori del/e fra- 
zioni vanno crescendo , t deve trovarsi eguale a qual- 
cheduno di tali denominatori , ò deve cadere fra due 
di ^$s\ consecutivi • 
l m 

Sieno!^, JT due frazioni consecutive della ^d* 

detta serie, e^ cada, se^ è possibile , fraZ,edM. 

' u l 
Sostituendo per *? in (T) , "^^ -i j\z prima %o^ 

sci- 
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«tiCuzIone darà e =: -^ , e la seconda 2: =: T^ > ce 

essendo P/°+^/°"'iC+i^/°"'i:* &c. onde ^ sari 

oc 
intero. Dunque avendosi/ >i 2,» "^"^^ fuori dei 

I / / 

J imiti o, — ,eperciò ~ cadrà fuori di ^ «d 4, 

l u 

. Perchè poi 7" , ed J'sono ambedue <? ^ ( ì/ror. ) 

u l 

converrà che '^ cada fra 't ed tf . Ma perchè M ^t 

m u m 

TI si avvicina più ad d che ad "7 » ^^^^ m ^^^ ^** 

^u u l m 

dere fra "^ ed « . Dunque 7" cadrà fra '^r^^Tfi 

lo che non può avvenire per la natura delle frazio<« 

ni continue . Dunque t non può cadere fra due 

denominatori consecutivi • Bisognerà dunque che 

sia equale a qualcheduno di essi . Abbiasi tz: dcL ; 

u l 

dico che sarà ^7 =^ T • Di fatto sì è veduto che 
t L 

"Tn non può cadere fuori dei limiti o , e "^n ; ma 

oc 
essendo ^ intero , j^ non può entrare indetti limi- 

I A 

ti finché /=±ij dunque deve aversi -t,= jz. ; dun-, 

<iue 
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u 

qu« il valor di z , che corrisponde ad x =:~ dcv' 

/ 

essere uguafea quello» che corrisponde ad ^s^r* 

té 

nell'equazione (7) ; dunque i, due valori di x sa. 

ut 

ranno eguali» cioè si avri "r::::"7 ; dunque se la 

u 

frazione "T ^^^ < ^ » oon può essere» che una del- 
le frazioni cocnponen ti la serie crescente » e che con - 
verge verso a • i 

u 
Sì proverk nel modo stz%so » che qualora sia "7><^ 

dev^ esser una delle frazioni componenti T sclera se* 

rie decrescente » che converge verso a • Dunque 

u 

T" dev^ essere una delle frazfoni componenti le due 
» 

serie» purché non sia eguale ad ^ » lo che non può 

avvenire , che net caso, in cui a sia radice deU*equa- 

zione d. Scio; perchè se ^ fosse radice del Teqna- 

ziones==o» il secondo membro di (^diverrebbe 

r: o , mentre dev* essere zzi » 

u l 

Ne segue adesso , che essendo —=15 "T » ;C n e 

r z> 

t ^ non meno che / ed £ ntimerr primi fra loro» 

si debba avere in generaFe u=z :±Ji » ^dtL m 

Si concluda pertarfto che per ottenere t valori di 

ir y e f( siccome a dcv' essere una radice di «frro, 

ò di </«=5 o) bisogna cercare tutte le radici & quest' 

eiquazion/r Da ciascuna di esse sr avranno due serie 

di frazioni » come quelle già divisate y e si avranno 

co«\ i 

1 
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cosi tutti i numeri interi, che possono prendersi per 

il 9 e r 9 e non resterà che provarli successivamente» 
per determinar quelli > che possono soddisfare m 
effetto alPequazione proposta (10 • Sia ora 

1351» Trobtema. Sciogliere in numeri interi l'e- 
quazione ^zz ^^°+a»*'ii-j-Z>f'^"*/»» &c. +&i» , yi , 
B 9 C &€• essendo oumeri interi dati • 

Soluzione * Suppongo , come si può sempre » che 
B y C &c. ^ non abbiano , divisar comune , come pu- 
re ii, e t»a meno che .^non sia divisibile per una 
potenza n.*^^^ • Qualora sia ^ divisibile per 1^ , 
Ufttò saranno primi fra loìx) ,0 divisibili ambedue 
per r • Nel secondo caso si fàccia /=: rr' , u zzru* t 
ed ^ :=,T^^^ , e nella trasformata divisa per r" , »' # 
et^ saranno primi fra (oro; onde si può sempre rf« 
condurre Tequazipne al caso 9 in cui sieno le inde** 
terminate numeri p>imi fra loro « 

Consideriamo adesso il caso , in cui fi 5 ed uf 
sieno dolati di un comun divisore , e sia s il mas- 
simo. Bt^ dovrà esser divisibile per ^; ma r » e 
perciò $^ non può esserlo , perchè è primo ad u 
(ipot.); dunque i)isogna che Io sia B^ cioè che 
sia s divisor comune di A^ e di b- Quindi se v^» 
e B sieno primi fra loro» lo saranno anche 4 ed 
n ; ma se :•># , e S ammettano un comun diviso- 
re j , ii potrà essere ò non essere multiplo di s • 
Nel primo caso si farà «r: su^ , */fr: slA^ 9 e nella 
trasformata divisa per 5 , /f ' 9 ed uf saranno primi 
fra loro. Nel secondo caso .>f ed 11 saranno primi 
di lor èatura • Cosi Tequazione sarà ridotta alla 
forma del Tequazione (T) del Porisma I, e si scio- 
glierà col, metodo ivi esposto • Si coniincierà dun- 
que da cercare un valore di f positivo , ò negati- 
vo 



\ 

\A 
vo < ~ > che renda la funzione B^°+^^*' &c- 

-|- K. divisibile pQt ,^ ; e se fra i numeri interi 

< I — non se ne [trova akuno che sodisfaccia a 

questa condizione » Inequazione proposta non am- 
metterà soluzione in interi (». 1349. ) 5 ma tro- 
vandosene qualcheduno , si chiamerìi ciascuno di 
essi :i: , e si sostituirà UX'^^ /^ ntìV equazione prò- 
posta in luogo di r' con ciò ella diverrà divisibi^ 
le per «>f 9 e fatta !a divisione, sarà senza più nV 
condotta ad esser della forma dell' equazione (T) 
del Porisma IL , onde non si avrà , che da appli- 
carvi il metodo in essa impiegato • 
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ANALISI 

PARTE IV. 

CAPO IV. 

D tir analisi Geometrica inde'» 
' terminata in generale • 

1352. la soluzione dei problemi geometrici in- 
determinati consiste nella descrizione del Luogo geo- 
metrico , nel quale sieno compresi tutti i valori y 
che possono sodisfare al medesimo.' Noi passiamo 
ad occuparci in questa ricerca , la quale porta in 
fronte il carattere dell'eleganza , e dell' invenzione, 
e merita di essere sviluppata con tutta la possibile 
generalità • 

1353. I problemi geometrici indeterminati pos- 
sono esser di tre ordini • Al prim* ordine apparten- 
gcno quelli , per la di cui soluzione è dato un 
numero di condizioni minore di un* unità del nu- 
mero dell' incognite • 

Si riferiscono al second' ordine quelli, che so- 
no accompagnati da un numero di condizioai mi* 
nore di due unità del numero delle incognite. 

Quelli diconsi finalmente di terz'ordine» peri 
quali si ha un numero di equazioni minore di tre 
unità del numero delle incognite. 

I primi hanno per Luogo geometrico la linea. 
I secondi hanno per Luogo geometrico la ^perfì- 
cie • I terzi hanno per Luogo geometrico i> solido . 

Dei problemi > che si riferiscono alle superficie > 

ed 
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ed ai solidi, ne parleremo quanto bastai dopo di 
aver trattato diffusamente dei problemi , jche appar* 
teiigono al Luogo geometrico lineare . 

SEZIONE I. 

Soluzione dei problemi geometriti indeter^ 
minati di primo grado . 

ijj;4. I problemi di questo genere, si contengo* 
00 generalmente nell'equazione lineare axt±:by'±ze 
zzo . Vediamo ciome si determini il Luogo geo- 
metrico di quest'equazione. 

Sia ^B la linea deli' ascisse (Pig,* pp.) e JD 
quella dell'ordinate, che faccia colla prima un an* 
golo qualunque , e supponghiamo 

Caso L Che nell'equazione generale non manchi 
verun termine . 

Trasponendo Tomogeneo di comparazione in un 
membro, onde ^bbmi :::pc zzqxdbby j si vede che 
e deve rappresentare una linea retti . Per determi- 
narne la posizione § osservo che basta determinar 
quella di due suor punti , per esempio di quel- 
li, nei quali elfs incontra i due assi /^B , u4D . 
A quesc' effetto pongo sulle prime x-o ed otten- 

c 
go dty txqi; y ; pongo quindi ^=20, e trova 

e 
xri::p "7* Prendo pertanto sull'asse deìL'ordina- 

te n^D una parte /iE :=i't t avvertendo df pren- 
derla dalla parte positiva , se i seghi deirequa- 
zi'one data sieno tutti positivi, di prenderla dalla 

par- 
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parte negativa, come pure P ascisi i se , essendo 
aj t b posinvp,sia e negativa , di prendere ^E 
positiva* in guisa che corrisponda all'ascissa ne- 
gativa , se sieno negative * , e e , ed avvertendo fi- 
nalmente di prendere /^E negativa , cosicché cor- 
risponda air ascissa positiva, se sizb solamente ne- 
gativa , computando sempre la combinazione dei se- 
gni ncir equazione qpfrtf^rfc^y . 

Determinata cosi l'ordinata/^, devesi prende- 
e 
re sull'asse //fc q:;— , e questa secondo la di- 
rezione accennata qui sopra , parlando di 4E . Fis- 
sati i punti Cj £ non rimane, che da condursi 
la retta CE . Ella è il luogo geometrico dell'equa- 
zione proposta. Per vederlo basta condurre da iin 
punto qualunque della C£, una parallela all'asse 
*^D , e risciogliere in .proporzione i due triangoli 
simili , che ne risultano • 

Caso 2.° Che uno dei tre termini 4 :ir , Mf,c 
sia =: o • . , 

Se e sia =0 , in questo caso zsz~ » zxzT sono 

eguali" a zero , e perciò anche AC ^ ^E 9 t h ret- 
ta f-C passa per l'orìgine dell'. ascisse . Quantun- 

c 
que però A C^eduiE sieno eguali a zero ,q5~ % 

e 

e zp-r conservano fra di loro il rapporto di bia , 

il che basta per determinare la posizione della 
retta rappresentata dall' equazione ax:±Ay zz o • 

o o 

Dimostro primieramente che — scia a T --^^ 

^ * Sup- 
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Suppongasi che e sia infinitamente pìccolo , ed 

dz dz 
uguale a rf. « , onde si abbia : — :: bia^ la 

quale è una proporzione evidente . Si divida per 

rf.s, e suppongasi che rfz sìa giunto al limite , e 

liba II 

si avrà "7 : T-" T 5 T c^oè~ : T" :: Aoo.'^oo , 
a Q ^o ^ b 

I I 

divìdendo tutti i termini per oo% • :-. 

/ o o 

bia^ cioè — : y :: i ; 4 • 

Dico adesso che avendosi il rapporto di/^Cad 
^£ rappresentato pere : ^, si può determinar la 
posizione della retta EC{ Fig.* loo.) ; sia infatti l'a- 
scissa Ah tza , ednAc t=J) suII' asse dell' ordinatCjam* 
bedue positive, ò negative se a^ tb hanno segno 
diverso, ed una positiva, e l'altra negativa, se ' 
hanno il medesimo segno. 

Si conduca la retta cb , ed ^M parallela a cb , 
e sarà AM (a retta espressa dall' equazione 
dxdtby^o . Per vederlo si abbassi l'ordinata AfPe.i 
triangoli simili ^PM , Abc daranno xiyiiz^bia , cioè 

e 
4x±fcyz3 0. 5e J=:o ,"7" ti: %^E;^oo (Fig.pp, )^ 

e CE risulta parallela ad UD : quindi la retta 
cercata è parallela all'asse dell'ordinate. 
e 
Se ^ Zi o , — s^Csoo , ed £C è parallela all'as- 

ti 

> te delle ascisse . 

1 II terzo caso , che manchino due termini non ha 

^ cosa alcuna che meriti considerazione. 

\ SE- 
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Soluzione dei problemi* geometrici indeter" 
minati di secondo grado. 

1355. Sia l'equazione generale di secondo grado 
a due incognite ^^■^bxy-\-cx^~{'day-\-fcx-^ha} 
rro, la quale si mette sotto forma omogenea , 
perchè appartiene ad una funzione geometrica. 

Per determinare i luoghi geometrici , che ella 
contiene, e per fissare insieme le condizioni , dal- 
le quali dipende , che ella ne contenga piuttosto 
uno, che un altro , supposto che non sia man- 
cante di nessun quadrato y^ , ^% convien prima 
di tutto liberarla dal secondo termine, si per rap 
porco ad y , che per rapporto a J x. 

J35tf. A quest'effetto la riduco alla forma 
X bx\ cx^ fcx 

I bx 

Pongo quindi y-\^ ~ d -^-ZZ - z ^ e quadrando 

/ bx\ i bdx b^x^ 

ottengo /+(^ d^-Jy+-d'+-^+^ 

( *''^ 

=2* . Sostituisco il valore di jy* + I rf +~y ^^ 

dedotto da quest' ultima equazione, nelT equazio- 
ne (u4) 5 e fatta la trasposizione trovo . . 
I bdx ¥x^ cx^ fcx 

2* =: — d^+ + — r~ — -^b , e 

4 i^ 2^ »^ 4^* a a 

moltiplicando per 4:1* , e raccogliendo t termini che 

sono moltiplicati per le medesime potenze di x 

44* 
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Ora siccome ie lettere » ^ > ^ » e ^ d &c. rappre- 
sentano quantità Cognite 9 si 9 può per abbreviare» 
supporre a^d^-'-^^hz^r » labd-^^acf^q , e b^^i^e 
^an . Con questo Tequazìone diviene é\a^z^sf'\^qx 
J^9f* dove !»,}>»' posson esser positive , ò 
negative. 

1357. Facciamo adesso svanire il secondo termi- 
ne per rapporto ad ^. Avremo primieramente ;r* 

q f 4<x*«* 

+— x4- — sT— " . . • W« In vece però di fare se- 

q 

condo il solito :r + "— 'eguale ad una nuova in- 

cognita r, facciasi =~^t «Jove » «la una quan- 
tità arbitraria , che la determiucrcmo fra poco , ed 

q qt 
abbiasi *+ s T~r . Quadrando ne viene 

— . Si sostituisca neir equazione ... (B) e si 

Ani 

qU^ 4" T 44^«* 

*^^^ i;;;?7-";^+ m^ "V • • -^^^ • 

xjj8. Avendo cosi ridotta Tequazione generale 
di secondo grado, si vede che non essendo egua- 
le à zero alcuna delle quantità a^m^ q^f^ Tequa- 
zione (C) appartiene ad un^Elisse , ò ad un'Ipcrbola . 

ij5p. Per distinguere questi due casi, si libe- 
ri dal coefficiente il primo membro "dclT equazio- 
ne 
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T 

■e (0 » onde si abbia z'rr ^^^a „„a -- ,^^a„ .... 

E' manifesto che in qu€ist' ultima forma , le quan- 
titi q ^n^a essendo inalzate al quadrato, non può 
introdursi venin cangiamento, che allorquando i» , 
ò T sien di segno negativo ; anzi 9 poiché il segtìo 
negativo dir punto non influisce nel cangiamento 
del segno che appartiene ai quadrati «' , ^* , la 
curva non può soffrir mutazione , neppur mutan- 
dosi il segno di r. Tutto perciò si riduce ad os- 
servare , qual mutazione possa in essa introdurre 
it diverso segno dir». Ora si vede che essendo «1 
negativa j V equazione (D) prende la forma 
q^ / Amn^r \ 

i6a mnr \ ' v / 

Dunque se m sia positiva si ha Tequazionc (0) 
che appartiene airiperbola ; e se w sia negativa 
si ha r equazione ( E), che appartiene all'Ellisse . 
Ma iw si è sapposto di sopra =6' — ^ac . Dunque 
l'equazione generale di secondo grado rappresenta 
un'Ellisse, quando hb^^/iac , e rappresenta un* 
Iperbola , quando b^ è ^^ac : cioè nel primo ca- 
so, quando il quadrato del coefficiente di xy è mi- 
nore del rettangolo dei coefficienti che appartengono 
ai termini^* , x^; e nel secondo caso , quando il sud- 
detto quadrato è maggiore del divisato rettangolo • 
xjtfo. Questa regola generale auimettc una sola 
eccezione, ed ha luogo quando r è negativa , e 
q" 

>~r' • Di&tto in questo caso la quantità 
4.m ^ ^ 



$i6 

»'+ — i — diviene»* — — II~=^ '^H i— "^T" j 
9 ? V 4 / 

.iorma,che qualora sia "3^>i » ovvero r> — ., ella è 
7 4i« 

negativa , e perciò somministra per z dei valori^iutti 

immaginar] , il che rende immaginaria la^ifrva. 

1351. Ritornando adesso alla condizione da cai 
dipende , che Tequa^ione generale rap presenti un' 
Iperbola , giova osservare che b^ può esser >4ac , 
in due casi particolari , e sono , che abbiasi az:o j 
ò f=:o , ovvero che abbiasi rfro, e cso . Quindi 
se manchi nell'equazione generale uno dei quadra- 
ti y* jX^ i ovvero se manchino ambedue , essa rap- 
presenta un lungo Iperbolico. Nel primo jcaso la 
cosa è manifesta ; nel secondo si può rendere tale 
col raziocinio seguente • 

ijdi. Essendo ^, e e eguale a zero, l'equa- 
zione generale si riduce ^a forma *^j^+/S7.y-<rg.v 
•— ;i^y-o,x i 0y^ y &c. potendo essere indifferente- 
mente positive , o negative . Si liberi il prodotto xy 

dal coefficiente , onde sia ^y4- — . y— — . Jf— ^ 
=0 . Si ponga j — ■ z:z , e si avrà j=:2-}- "7 . Si so- 

stituisca , e ne verrà x^-X-^ 4- — T"— • = o ; 

' . . ^^ 

si faccia adesso x-\- — =:t , e la precedente si ridurrà 

a tó-L — j-.— ro . Pongasi ~ — ~^^ » 

e sì 



e SI avrà finalmente fó=A:* , equazione che appartie- 
ne airiperbola rircrita agli asintoti , essenà com- 
putate leasci!»se dopo il centro, su di uno degli asin. 
toti , essendo le ordinate parallele all'altro asintoto , 
ed essendo A!^ la potenza . ;,* 

1^6}» Fin qui abbiamo supposto che b^ sia ò 
< ò> 4c/r ; Rimane da considerarsi il caso in cui 
aboiasi ^^^40^. In questo caso, facendo svanire 
li secondo termine deirequaziona generale , per 
rapporto ad y ^ ella si riduce alla forma ^a^z^ 

z^T-X-QMy di dove si ha z^ s 1^ . Si faccia 

2~ = ««> dove sia n una indeterminata, che 

^^ 

si può sempre determinare nei casi particolari, 

vcd M sia una nuova incognita , e ne risulterà z^ 
zzttu , equazione , che appartiene manifestamente 
alla Parabola • 

1J64. Si vede finalmente che se abbiasi &*-o, 
e nel tempo stesso f=o , siccome si ha eguaglian- 
za fra A* ,.e ^ac 9 l'equazione generale appartie- 
ne ugualmente alla -Parabola , perchè tolto il secon- 
do termine per rapporto ad y, in virtù delTespo- 
sto raziocinio , risulta la trasformata della forma 
4^2*i=r-|-j'^, come sopra . 

iié$. Ma il circolo è egli escluso totalóiente 
dalla formola generale ? Vediamolo • 

Siccome il circolo, è una specie particolare di 
Ellisse , afGnchè possa contenersi nell'equazione gè*' 
ncralc, conviene che l'equazione delTE/lisse tro* 

q^ / 4w»V \ 
yatadi sopra t^« =:-7^ (,^'+"?^-^; ' 



pi? 

per alcuni valori particolari d:lle iìldetermitate , 
possa prender la forma di equazion circalare .* Sì 
paragoni per tanto l'equazione suddetta coITequa- 

,2Ìone semplicissima dell' Ellisse j!*sr— (^* — x^) on- 

b' q' "" 

de si abbia T— 17.1 — T. Affinchè T Ellisse di- 

venga Circolo , è chiaro che deve aversi a=b , e 

perciò "TI — =1 . Oltre di questo , che l'angolo, 

MC7y( (fig.* ioi.)in cui Af' S sia diametro, ediVC 
un'ordinata deir Ellisse , che attualmente si consi- 
dera obliquangola comunque , dev'esser retto. Per 
vedere una 3.* condizione si conduca una segante 1^0 
perpendicolare all' ordinata !A{C, che incontri il diamc 
tro CM^ in 0. DalTintersezione G verso Osi prenda una 

parte G.^^-r— ~-, e si abbassi una retta /^-B]pa- 

ralela ad T^C , che incontri il diametro in B . Peri? 
sì conduca la BD indefinita , e parallela ad Bfi . 
Sulla BD Sì prenda la BK tale, che là KL condot- 
ta parallelamente ad l^C , finché incontri il diame- 

I. 

tro in L , stia a BK: : — b:a $ Fatto questo , à 

2 

motivo dell'angolo retto BCD si avrà Bc^^Cd* 
:zBD^:=/4G^ . Ma condotta un' altra ordinata M^pa- 
ral lela ad 3S(C , si ha , ^C : C^u ^G : GP , cioè 

•^C • ^* • mr • ■» perchè posta l'origine delle 

q qt 

ascisse in ^y risulta GPii^P— »^C/;=;k'--.— T- ZZ^ 
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(».f359-) * Dunque si ha Wr» . Ma/dair «quazioric 

* ^i — J:=i si ha ^'^ — TT"** ; -dunque i C* 

^' . ' 

r? 7""^ • Fioalmeàtedalla somìslfanza de'triarì. 

goli &I^L, BDC si ha BK : iCL :: 5/> ò AG-. CD , 

cioètf : -• 6 : : : <?©=: ; sost!tui$cansi 

i valori , di 5C , e CZ? nell' equazione ^C* 

+^^'^^^' ' è si avrà 7J:7^+'ì7:?^==;J^ ; 
« di qui i»-j-i&^:=4^* ; ma essendo m negativa si ha 
h^ — ^c^ — w , ò sia w = 4^r — 6^ ; dunque deve 
aversi 44' — b^^^ac — 6*, cioè ^d^ ^^ac 9 edii:=f ; 
dunque se i coefficienti dei due quadrati y^ j x j 
jièno eguali, Tequazione generale può appsi^tencre 
al Cìrcolo ^ altro non richiedendonsi se non che l'an- 
golo «delle coordinate sia retto, 

1365, Avendo così determinati ì luoghi ijeo- 
metrici , che si contengono in un'equazione gene- 
rale di secondo grado, rimane da vedersi come nei 
casi particolari si debba uno diportare per costruir- 
li . Cominciamo dall' Ellisse. 

13(57. Delle due equazioni , che si sono avute ' 
per togliere i secondi termini dall' equazion ge- 

Berale^jr+^^a-h-r^:; >^ — ^^^znin\ '* 
la seconda per la supposizione attuale , che f» 
sia negativa, dovrebbe ricevere nel secondo mem- 
bro il segno negativo; ma supposto che l'indetermi- 
nata » sia anch' essa negativa,' si può lasciare nella 
forma attuale* Passiamo H costruirle ambedue in- 
. ^ a sterne 



sieme » onde arer la posizione dei diametri con- 
iugati . 

I bx 

La prima jf + T" ^ -h~ «« dimostra che per 

avere 2» bisogna aumentar ciascuna delle indeter- 

, I bx 

minate y della quantità "7 d -j-T" • A quest' effetto 

perii punto ^, origine delle ordinate (Fig.'io) 
' I 

sia la linea ^B=: — d,' parallela alle ordinate y , 

3^G , TM &c. Per il punto^ B si conduca BKI 
parallela alfa linea v4I^j suila quale si computa* 
no k X 9 ed avendo presa ad arbitrio la B&^ tale 

1 
però che la KL parallela «file jf , sìa a BR ::~i : tf , 

se conducasi per 5, ed £ , T indefinita Bl^\ 
le ordinate contate dall'asse SM\ contate dai- 
punti ^, saranno X. i valori di » . Di fatto si ha 

I 
^M=TM-\-T^=TM--^Ti-^I^=:j-\---d'\'IMj^ Ora 

i triangoji simili BKL ^ Bl^dznno BKiKLi i BJ ^ 

I A^. 

ò •^^ : 7^, vale a dire a, :—b : : x : /^=~ > 

I bx 

dunque ^Mrj^-f -(/-f,— r2> 

ijpS. Poiché le 5: sì contano dopo la linea 7^ 
ne segue che le f A?bbano contarsi sulla linea BL^^ 
e che il punto delT orìgine delie ascisse debba es- 
sere il centro , e che ^B sia 'a direzione di uno dei 
diametri coniugati • Per determinar detto centro, 
io osservo , che se prendasi sopra. la linea ^P 

una 



una parte ^G s , il residuo &P dev' casc- 

re , come si è vpdutò di sopra , =: ^ — • :p, • " 

21» 2fnn 

Per il punto sia VpC parallela alle TM ed 
il punto C , nel quale Incontra la £^, sarà T ergine 
delle ^,. e perciò il centro. Di fatto dovendo con- 
tarsi le t sopra X^ ^ quando è G/'-o , dev' esser 

' cioè teo , il che non può avvenire se Tori- 

gine delle t non sia nel centro C • Se dunque !e 
^M rappresentino le z » le C^i debbono rappre- 
5entar le f. . 

1^69. Di qui è facile derivare il valor. di n > 
che si è trovato di sopra eguale a BC . Ponga- 
si questo valore .nelT equazione {E) dell* Ellisse 
(».i35P.) , ed ella apparterrà, fri questa m^iera 
ai diametri coniugati y di cui le direzioni sono j 

1370. Rimane soltanto, per «poterla descrivere , 
che si determini la grandezza dei diametri con* 
jugati , r angolo BCì^ , che forman* essi tra loro , 
essendo gii detcrminato per le operazioni prece- 
denti . 

Ora i diametri ^suddetti si hanno facilmente 

dal paragone dell* equazione «^ =: ""^2 — T 

»^ -f"~"7~'— I' ) coircquazìone generale dell* 

Ellisse ^*=:t( a^'^x^) jcon qucito sì hanno Te- 



1 4>w?»V 
queste si deduce a. = v/'^^^ n^ » e ir 
l ' 

137U Per applicare la costruzione cfctrmiisse ali" 

Iperbola, non si dee far altro , che portare ^G in 

parte opposta ad .>f!P>come vien indicato dall'equa- 

q qt 

zione X A-^ Tzr , che ci servi ad elimi- 

• *^ zm tinti ' 

nare il secondo termfne per rapporto ^^ad x, dalt* 
equazione generale» ( ved* Fìg/ 102O 

In pratica, tanto setrattisidell*Ellisse, che dell' 
Iperbola , rimane solamente da osservare > di dare 
alle rette u4G ^ BKy ^B, BL la situazione oppor- 
tana , secondo che verrà indicata dai segni delle 
lettere a ^ b y d y m » q &c. 

1372.. Venendo alla Parabola , dobbiamo co* 

I hx 

struir le due equazioni J^ + "^ rf 4" — ^ ^ > 

~T^~^^^> h prima delle quali ha servito à 

togliere il seconda termine per rapporta ad Àr, e 
la seconda alla riduzione fatta a' ( n. i^ó^.y. Si 
costruisca per tanto la prima delle due addotte e^ 
qiiazioni come si è praticata di sopra ( fig^^ioi) 

I bx 

rapporto ì ìlV equazione y -f- ^^ d-^'^^z ^ Le 



r^ 
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^'H C fig-* ^°? ) saranno le j, e BL^ sarà la. di- 
rezione del diametro, .su cui debbon computarsi le 
u . Per determinar Torigine delle m , e per con- 
seguenza il vertice del diametro . BL^y si faccia , 

uso del r equazione ' j~z:«fi. Da questa si ha 

X +~^ • onde se all' opposto di ^P , si 

9 9 2 

prenda la parte »/^G — , si avrà (?P=: ~^^ 

Per il punto G si conduca GCD parallela alle 
TM e il punto C nel quale incontrerà la ^^sa-.. 
rà r origine delle u 9 perchè T equazione qP 

;?=; dimostra, che quapdo GP k=:o j u dev' 

esser tale parimente . D' altronde le ^ dovendo cs. 
ser computate sulla lineaj da cui partono le z , 
debbono coraputarsi sulla E^. 

1373* Non si tratta ora più, che di trovare il 
valore del parametro n . A quesr' oggetto risalgo ali* 

equazione trovata di sopra GT?:=- "* , ed os*- 

servo, che le parallele CD , ^ danno BCi Bd 9 

r 
ò ^Gli C£_: DI ò QVy vale' a dire £C:— :;«: 

;;;; — ; dunque BC =' — p, ed n -T^T'Tdo- 

ve 4 , ed r sono quantità date , cBC è nota per la 
costruzione . 

Sapendosi cosi Jl parametro , e T angolo delle 

' ' co» 
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coordinate in virtù della costruzione, si è in «ta- 
to di descrivere la Parabola, secondo ciò che di- 
remo qui appresso . 

1J74. Resta da. costruirsi V Iperbola riferita 
agli asintoti . Per questo si costruiscano le due 

fé f> . 

equazioni ausiliari y — — =z z jX 4- — ^t che ri so- 

OL OL 

no aibperate ( w. ij52. )per ridurre l'equazione 
ou^y-^ffyj-^ii^^\ii7:zo sLÌh forma tz=K^ • Dalla 
prima si raccoglie, che bisogna diminuir ciascuna 

li 
y delia quantità — onde ottenere i valori delle 

;»• A quest'effetto si conduca per il punto ^j 
origine delìejr, e delie x una retta ^B parallela 

«Ti 
alle ordinate VM , ò j , eguale à — ( F/g* 104. ) 

Quindi per il pùnto fisi faccia passare la retta C^^ 
parallela adu^P ,e le ^Af saranno i va^òri delb 
X y peròhè si ha ^M=:VM'^P^FM—^B=^r 
li 

1375. Per determinare le f, si vede dall'cqua- 
zjone *-|- — =:/, che fa d'uopo accrescere le x, 

ce 

. cioè le rette /fP della quantità — . All' opposta 
ài A^ si prenda fa parte AG^ "^ , e condotta 

et 

CS parallela aile VM , e che incontri la 5^nel 
punto C:^ n artiTc^fi C sarà il centro dell' 

pufl- 
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Iperbola . e C^, CS ne saranno gli asìntoti'. Cosi 
non si tratterà più che di descriver T Iperbola me- 
diante l' equazione tz=:K^ fra gli asintoti dati » co» 
me s* insegnerà ( »• 1 3 8c) . 

Applichiamo finalmente la Teoria alla pratica v 
e sia • • • 

1^76. TroH. Dato che una retta OL (Fig. loy. 
si muova equabilmente , radendo i lati delP angolo 
KCL , si dimanda qual ìdebba esser la curva doK 
scritta da un suo punto qualunque M. 

Soluzione . Sia A/P parallela k CLy td MS per« 
pcndicolare à CIC , e si ponga Cf=y , Pilfs:» . L'an- 
golo OCL essendo dato , sì conosce l'angolo OTÌd 
e perciò il supplemento MTS . Sia sen.MTSsff^ ^ 
e €os.TMS=:q^ il raggio essendo r. Finalmente , 

t\ ponga MO=ni , ML:=n . Sf avrà dal triangolo / 

rettangolo PSM ,rzpi:x:MSjedr:q::xiFS; 

quindi si deriva M5r — , PS s — . Ora , in virtii ' 

delle parallele CLyPMy si ha ML iCP^iMOi PO , 

vale a dire n ly iim : PO s: -- ; dunque SOsTS 

qx rny 
J^TOzi — -|- — . Ma il triangolo rettangolo MSO 

da 1' equazione Af5*-|>50*:=AfO* , cioè— 7"+""^ 

2qfnxy fn^y^ 
J^ + — ~^ ^^ i dunque » a motivo che 



nr 



iqmxy tn^y^ 



/)^+j^=rS si avrà at» + ---+--r^ i»% «• 



nr 

qua- 
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quale è un' equazione all' ETlìse . 

Eccoci k descrivere i Luoghi geometrici costrui- 
ti di sopra . 

1377. Trobl. Dati due 'diametri coniugati 'dell' 
£llisse> i)isienie colTangoIo che formano fra di 
loro, descriver r Ellisse. ^ . 

Soluzione . Dal vertice Af del diametro' gM 
(Fig.* 10(5.) si abbassi sull'altro diametro coniu- 
gato EF la perpendicolare MD , e si ponga CL 
:sy , e CO^x ; si avrà ( «. 810,81 1 ) MD. CE -xy , e 
CM^-\-CE^:^xf+y^ . Dalla i.^ 2CE. DMtzixy , dun- 
que CM*4-C£''=(;t-fjy)'— 2C£.DM , e trasponen- 
do v/<^M*-fC£^-{- 2 Cfi'.DM) = «-f^ . Con que- 
sto si ha la somma dei semiassi » ed in oltre la 
somma dei loro quadrati A?^,y* , e perciò si può 
deterniinarex', e y . Suppongasi noto pertanto IJas- 
se maggiore , e conoscendo in questa ^uisa il cen^ 
tro C , e con un raggio CP , C2N( ( Fig.* 107.) uguar 
le al semiasse maggiore , sì descriva un' arco inde- 
finito, che tagli !a tangente condotta al vertice di 
uno dfe diametri coniugati in due punti NjT\ 
dal contatto M si conducano due rette respettiva- 
mente parallele alle CP, C2y;, e dai punti P^ 3^ 
due perpendicolari, I punti F, /nei quali queste 
s' incontreranno , saranno i fuochi dell' Ellisse. 
Per vederne una dimostrazione, supponghiamo 
che i punti F , j sìeno realmente i fuochi , e si 
prolunghino FM ^ fm finché incontrino in i^, ^/c 
perpendicolari Tf , ^f parimente, prolungate . A 
motivo che V angolo fMV è uguale, all' angojo 
WMT^ , i triangoli fM^yFMI{ sono isosceli , e per- 
ciò F^,//^ sono eguali ambedue al l'asse'' maggiore; 
FTS(=NI{, fVzzT^ ed, FC^ fC ; quindi i triangoli 
Wy(C> f/^/ sono simili, come i triangoli fCpyfF^^ 

e si 
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% SI ha WC =7ilf i e CP= -F^ come si era sup- 
posto nella costruzione; dunqiip i punti F» /so- 
no realmente i fucchì, e niei te manca perche si 
possa descrivere TEIlisse . /^ 

1378- Troi/- Dato un'diametro della Parabola, 
ed il suo parametro , farne la descrizione • 

soluzione. Prolungando il diametro al disopra 
del suo vertice, di una quantità eguale alla quar- 
ta parte del parametro si ha la Direttrice (».73«;- 
Trovata questa, al vertice del diametro $1 condu- 
ca una tangente, e si faccia un'angolo al punto 
del contatto dalla parte interra della Parabola, e- 
guale all'angolo fatto dalla tangente colla^perpen- 
dicolare alla Direttrice .^ La linea, che ferma quest 
angolo passerà («.7430 pc^ «' fu^^^ della 1 ara- 
boia . Avendo il fuoco , e la Direttrice si pup 
descriver la Parabola perciò che si disse ( k.75J^) 
137P- '^robl. Dati gli asintoti di un'Iperbola, e 1 e- 
quaziore per rapporto ad essi , descriver l'iperbola . 
Soluzione . Si dia un valore qualunque ad ^, on- 
de dedurne y , o f ia un punto dell'Iperbola . Avu- 
to questo , basta condurre per questo punto tah-^ 
te rette , quante si vogliono, che vadano a ter- ^ 
minare da ambe le parti ?gli asintoti; prendasi, 
su queste rette dalla parte opposta del punto tro- 
vato una distanza dair altro Asintoto eguale à cuc- 
ia del punto suddetto dal primo asintoto, si avran- 
no altrettanti minti dell'Iperbola. 

Se invece Idei l'equazione delPIperboIa , fosse 
dato il fuoco', si corgìurgerebbe il centro col fuo- 
co , e sì avrebbe la direzione dell'asse trasverso; 
quindi fatto centro neir intersezione degh' asintoti^ 

con 



con uà intervallo eguale alla distanza dal fìiacp&i 
descriverebbe un^ arco i[ quale segasse V asintoto» 
in un punto ; da quel punto si abbasserebbe sulP 
asse trovato una perpendicolare , ed essa determi- 
nerebbe il, vertice ( n. 835 , S62) dopo di che non ri- 
diane difficoltà . 

SEZIONE III. 

De* Trohlemi Geometrici indetermir^ti 
degli Ordini superiori. 

1380. Fin qui de' Luoghi geometrici lineari .Sia 
•desso Pequazione indeterminata di second'ordine 
AX'-\'by-{-cz'\-d=o . Essendo espressi ( Fig.* 108) 
per /f^9 -^2^&c. ì Valori ^^ x% e mani tèsto che 
à ciascuno di tali valori debbono corrispondere 
infiniti valori dell'altre due incognite. Si pren- 
dano pertanto sull'indefinita 3\^a:, le parti NM ^ 
J^M j le quali rappresentino i valori d'y , comi, 
spondenti ai respettivi valori d':r. E poiché a 
ciascun valor d'^f deve corrispondere un valor deter- 
minato di iS 9 s' innalzino ai punti M le rette MO^ 
'. AfO&c. fra di loro parallele , e che abbiano rela- 
tivamente alte «>dr2S( un obliquità determinata dalia 
D)itura del problema . La superficie afla quale appar- 
tengono gP infiici punti O, 5cc. sjra il . Luogo 
geometrico dell'equazione proposta : Vediamo un' 
un'eserripio » 

TrobL Data una retta v^S di posizione , e di 
grandezza ( Fig.* 105). ) si cerca un punto si- 
tuato in un piano inclinato sul piano verticale, 
da cui conducendo due rette all'estremità ^, 5, 
Jic risuW un angolo retto • 

So- 
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Soluzione . Si conduca O^ perpendicolare ad v4B , 
ed al punto 5yj la perpendicolare NT . Dal punto O 
si abbassi su di-questa la perpendicolare OM , e si 
congiungano i punti", ^^ , ; /b y . Si faccia MTS^ 
^y , MO=Zy ^=Xy ed AB=:a . Si avrà ON^=fji^ 
4-2^ ; ma 03S(^:r .^TS^^r^jr — a?* ^ dunque ^:t— ac* 
^y^-\^%^ equazione die rappresenta la superficie sfe- 
. rica; ond' essa è il Luogo geometrico del problema 
proposto • 

1381. Abbiasi finalmente un^ equazione inde- 
terminata di terz' ordrne a A;-[-ftjif4-^s+^'^+^'=^^ • 
Le parti •^TSf^ u^TSf&c. rappresentino (Fig.*iio) i 
valori di r , e le porzioni, NM ^ 2s;M , rappre- 
sentiho gl'infiniti valori di jr corrisponfienti a quel- 
li di.r. A ciascun punto Af si alzino delle inde- 
finite MZ^ in guisa che ttitte sieno parallele fra 
loro, e che formino colla zVX I\angolo richiesto 
daL problema. Sopra delle MZ%\ prendano le par- 
ti MO , MO &c/ che rappresentino gl'infiniti valori 
^delle rette corrispondenti a quelli delle y e poiché 
a ciascun valore di z corrisponde un determinato 
valor di u , isi conducano per i punti O le paraU 
lele 0^ , ciascuna delle quali equivalga al respet- 
tivo valore 'di », e che formi l'angolo richiesto 
^ colla MO . Il solido, nei quale vengono comprese 
le infinite /^O , è il Luogo geometrico dell' equa- 
zione data • 
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